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9
Chapitre 1IntrodutionL'étude des propriétés de transport dans les solutions d'életrolytes est un problèmeanien, du moins en e qui onerne les solutions non on�nées. Il su�t pour s'en onvainrede mentionner la fameuse loi de Kohlraush (1887) pour la ondutivité (életrique) en rainearrée de la onentration. Debye et Hükel (1927) puis Onsager (1927-1932) donnèrent àette loi empirique un fondement théorique. Grâe à es travaux fondateurs, nous disposonspour la plupart des oe�ients de transport (ondutivité, di�usion mutuelle, autodi�usionet visosité) des lois limites préises. Celles-i ne restent malheureusement valables que pourdes onentrations très faibles, inférieures à 0,01 mol L−1 dans le meilleur des as qui estelui des életrolytes 1-1 (omme NaCl) dans l'eau dont la onstante diéletrique est trèsélevée (ǫr = 78,3 à 25 oC1). Plusieurs tentatives ont ainsi été essayées pour les améliorer.Notre travail s'insrit dans ette optique.Le as des solutions aqueuses est le plus important au niveau des appliations. Ene�et, l'eau, liquide le plus abondant sur notre planète, a un r�le fondamental dans lesproessus biologiques ou géologiques et ontient presque toujours des � impuretés �, souventhargées. Par exemple l'eau de mer est une solution omplexe d'életrolytes ontenant denombreux ions parmi lesquels Na+, Cl− et dans une moindre mesure Mg2+ et SO2−

4 sontmajoritaires. Par ailleurs, dans le règne animal, l'in�ux nerveux est transmis par le passagede petits ions omme Na+, K+, Ca2+ ou Cl− à travers des membranes. C'est en éluidantdes questions fondamentales liées aux solutions d'életrolytes simples ou omplexes, engénéral inorganiques, que nous pourrons interpréter les partiularité de tels systèmes.Malheureusement, leur étude ne saurait se ontenter de lois limites obtenues pour dessolutions très diluées. Ainsi la onentration du hlorure de sodium dans l'eau de mer estgrosso modo de l'ordre de 1 mol L−1. Les progrès réalisés pour améliorer ette desriptiondes phénomènes de transport dans les életrolytes ont toujours été liés à eux aomplisdans l'expliation des propriétés d'équilibre. Par exemple, à l'origine, en appliquant l'équa-tion de Poisson-Boltzmann linéarisée, Debye et Hükel ont fourni une interprétation entermes d'atmosphère ionique ('est à dire en termes de répartition spatiale des harges1et sous 1 bar. Comme les propriétés physiques onsidérées dans ette étude le seront toujours à ettepression, nous ne le préiserons plus. D'ailleurs, pour les phases ondensées, les propriétés physiques dé-pendent peu de ette grandeur.
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10 INTRODUCTIONautour d'un ion) pour les éarts à l'idéalité observés dans les solutions diluées. Ce onepta ensuite permis de omprendre que la relaxation de ette atmosphère expliquait en par-tie la diminution de la ondutivité observée expérimentalement quand on augmente laonentration du sel. L'autre raison était liée aux interations hydrodynamiques entre lessillages des partiules (e�et ouramment appelé � e�et életrophorétique �). Sans remettreen question la validité de es lois limites, la physique statistique a permis non seulement deleur donner un fondement un peu plus rigoureux, mais aussi de les étendre à des onen-trations plus importantes. En partiulier, depuis les années 60, de grands progrès ont étée�etués dans la desription des propriétés d'équilibre des életrolytes. Les interationsoulombiennes dont la portée rebutait les théoriiens se sont révélées plus failes à mani-puler que les interations plus � doues � omme la liaison hydrogène. On a pu prendre enompte expliitement la taille des partiules ou leur assoiation.Nous nous proposons ii d'étendre les lois du transport dans les életrolytes jusqu'àdes onentrations élevées (1 ou 2 mol L−1), en utilisant les méthodes les plus réentespour dérire l'équilibre. Parmi elles-i, nous utiliserons prinipalement l'approximationsphérique moyenne (Mean Spherial Approximation, MSA), qui a le grand avantage dedonner pour les grandeurs thermodynamiques d'équilibre des formules analytiques.La plupart de es études réentes pour dérire les solutions d'életrolytes, du moins ene qui onerne elles onduisant à des résultats expliites (analytiques), reposent sur unedesription ontinue du solvant, où les moléules de elui-i ne sont pas traitées expliite-ment mais sont modélisées par un ontinuum diéletrique et visqueux (�gure 1.1).
η
εr

+ +

- -

Fig. 1.1 � Modélisation en solvant ontinu d'une solution aqueuse d'életrolytes.Un tel modèle est intéressant ar les phénomènes statiques et dynamiques intervenantdans les solutions d'életrolytes présentent deux aspets qu'il est di�ile d'intégrer simul-tanément.� Sur de petites éhelles de distane et de temps le aratère moléulaire du solvantjoue un r�le fondamental. De nombreuses propriétés d'équilibre et de transport nepeuvent ainsi être obtenues qu'en onsidérant expliitement le solvant.� En revanhe, sur de plus larges éhelles, les interations entre les ions sont � moyen-nées sur le solvant �. Tant en distanes qu'en déplaements, plusieurs dizaines de
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1.1. DESCRIPTION STATIQUE DES SOLUTIONS D'ÉLECTROLYTES 11moléules de solvant sont alors mises en jeu. Ainsi, ertaines propriétés ne oner-nant que les ions peuvent ne pas dépendre diretement du aratère moléulaire dusolvant.Dans e dernier as, il est raisonnable d'essayer de ne garder expliitement dans la des-ription que les partiules de soluté. Le solvant est alors traité omme un ontinuum.On peut ainsi modéliser ses propriétés életrostatiques par sa onstante diéletrique ǫrou ses propriétés dynamiques par sa visosité η (�gure 1.1). Dans le adre de e modèlede solvant ontinu, l'in�uene de elui-i sur les propriétés d'équilibre est don prise enompte par l'intermédiaire d'un potentiel e�etif entre les partiules de soluté. L'étudedes propriétés dynamiques néessite en outre de prendre en ompte le mouvement du sol-vant, généralement par un modèle de �uide visqueux. Cela se traduit par des interationshydrodynamiques entre les partiules de soluté.Même si l'image physique de e modèle est intuitivement évidente, sa justi�ation,tant pour la struture que pour la dynamique l'est beauoup moins. Elle repose sur undéouplage entre ertaines propriétés que nous allons maintenant brièvement expliiter enanalysant les grandeurs aratéristiques des solutions d'életrolytes.1.1 Desription statique des solutions d'életrolytesLa struture et les propriétés thermodynamiques du milieu sont la onséquene diretedes interations entre les partiules. On peut les dérire par quelques distanes aratéris-tiques que l'on peut préiser.1.1.1 Distanes liées à la géométrie du systèmeCes distanes permettent aussi de aratériser des milieux non hargés, onstitués departiules neutres sans interations à longue portée. Elles sont liées à la géométrie dusystème, indépendamment de la harge des ions.Taille des partiulesComme nous nous ontenterons de modèles lassiques, nous ne traiterons pas explii-tement les éhelles de distanes infra-atomiques. La taille d'une moléule d'eau (que l'onne dé�nit pas ii rigoureusement ar elle-i n'est pas à symétrie sphérique) est de l'ordrede 2,5 Å. La taille d'un ion i que nous onsidérerons sphérique peut être quanti�ée par sondiamètre σi. Dans le as d'une desription à solvant ontinu, il faut inlure dans ette taillela ouhe des moléules d'eau qui le solvatent. Les tailles e�etives sont ainsi plus grossesque les tailles de l'ion nu (diamètre de Pauling).On pourrait roire qu'une desription à solvant ontinu n'est valable que si l'ion estbeauoup plus grand que le solvant. En fait nous verrons que pour l'étude des propriétésd'équilibre, une telle desription est toujours justi�ée à ondition de onsidérer le potentield'interation e�etif (moyenné sur les on�gurations du solvant) entre les partiules de
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12 INTRODUCTIONsoluté qui inlut ainsi la solvatation. Dans le as des propriétés dynamiques, une telledesription n'est en revanhe pas toujours valide. Mais le ritère porte plus sur les massesrelatives que sur les tailles.Distane moyenne entre partiulesEn notant C la onentration d'une espèe, l'espae moyen l entre les partiules est del'ordre de
l =

(
1

C

)1/3

. (1.1)Nous utiliserons dans ette thèse pour C les onentrations réelles (en partiules par m3dans le système international d'unité (SI)) a�n d'alléger les notations dans notre desriptionstatistique des életrolytes. La onversion en moles par litre est évidente ; il su�t parexemple ii de diviser C par 103NA où NA est le nombre d'Avogadro.Distanes liées aux onditions aux limitesDans ertains milieux, d'autres éhelles de taille peuvent apparaître. Par exemple ladistane b entre harges pour les ions multiplement hargés ou les polyéletrolytes. Demême, dans le milieux on�nés, la géométrie externe à la solution impose une autre distanearatéristique. Lorsque nous étudierons l'argile hydratée, qui peut être modélisée par unesuession de feuillets parallèles, hargés et séparés par la solution, le paramètre physiquesera ainsi la distane entre les feuillets.1.1.2 Distanes liées aux hargesDistane de BjerrumElle représente physiquement la distane pour laquelle l'énergie életrostatique entredeux harges élémentaires est de l'ordre de grandeur de l'agitation thermique kBT . Soit
LB =

e2

4πǫ0ǫrkBT
(1.2)ave e la harge élémentaire, ǫ0 la onstante diéletrique du vite, ǫr la onstante diéletriquerelative du solvant, kB la onstante de Boltzmann et T la température. A 25 oC, dans l'eau,

LB est de l'ordre de 7,1 Å.Distane de DebyeLa plus utilisée des distanes aratéristiques dans les életrolytes est la distane deDebye. Elle représente la taille aratéristique de l'érantage életrostatique par les ionsdans la solution dans le modèle de Debye-Hükel. Elle fait ainsi intervenir la harge, laonentration des ions et les propriétés diéletriques du solvant. C'est don une grandeur
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1.2. DESCRIPTION DYNAMIQUE DES SOLUTIONS D'ÉLECTROLYTES 13aratéristique de la solution et non pas du solvant pur omme la distane de Bjerrum. Onutilise en fait l'inverse κD de ette distane dont l'expression est donnée par
κ2

D = 4πLB

∑

i

CiZ
2
i (1.3)où Zi est le nombre de harge de l'espèe i. Il s'agit ainsi d'un � mélange � (plus qu'unemoyenne) entre la distane de Bjerrum et une distane moyenne e�etive des espèes har-gées obtenue à partir de la fore ionique I = 1

2

∑

iCiZ
2
i . Pour des systèmes in�nimentdilués, l'érantage ne se fait pas et la distane de Debye diverge. Pour une solution deNaCl molaire dans l'eau à 25 oC, la distane de Debye est de l'ordre de 4,3 Å à 1 mol L−1.1.1.3 Conséquenes sur les propriétés d'équilibreLa valeur relative de es distanes aratéristiques permet de prévoir plusieurs onsé-quenes struturales.Érantage des fores oulombiennesSi l ≫ LB, le aratère oulombien se manifeste peu par des éarts à l'idéalité, mêmes'il impose l'életroneutralité statique.Assoiation életrostatiqueSi −ZiZjLB ≫ σi + σj , l'interation életrostatique est tellement forte qu'il se formedans la solution des paires d'ions. Dans l'eau, la onstante diéletrique est su�sammentélevée pour ne pas assoier les életrolytes 1-1. En revanhe, les sels 2-2, et ertains 2-1 depetites tailles sont assoiés. Dans les solvants de onstante diéletrique plus faible, on peutmême assoier les életrolytes 1-1.Autres onséquenesPour les polyéletrolytes, la ondensation életrostatique de Manning a lieu si l ≫

LB. Pour les milieux on�nés, nous verrons par exemple que, dans le as de l'argile, unéletrolyte ne peut pas s'interaler dans l'espae inter-foliaire si la distane entre les feuilletsest inférieure à la distane de Debye.1.2 Desription dynamique des solutions d'életrolytesLa dynamique des solutions d'életrolytes peut se résumer, aussi bien pour les phéno-mènes de transport stationnaires que pour les phénomènes dépendant du temps à propre-ment parler, omme les réations himiques, par l'existene de temps aratéristiques. Leurvaleur relative permet de justi�er physiquement la valeur des modèles.
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14 INTRODUCTION1.2.1 Temps aratéristiquesTemps liés au solvantLe temps aratéristique τion des �utuations de onentration d'un ion dans un volume
V est relié à son oe�ient de di�usion Dion par

τion =
V 2/3

6Dion

. (1.4)On peut prendre pour V le volume d'une moléule de solvant, soit environ 30 Å3 dans le asde l'eau. Ainsi, τion représente le temps que met l'ion à di�user sur une distane de l'ordrede la taille des moléules de solvant. En prenant un oe�ient de di�usion pour l'ion égalà 10−9 m2s−1, τion est ainsi de l'ordre de 15 ps. Sur des éhelles de temps supérieures à τion,l'ion � visite � plusieurs moléules d'eau : l'in�uene du solvant est don moyennée.Un deuxième temps aratéristique est le temps assoié à la propagation du mouve-ment hydrodynamique du solvant. C'est don le temps aratéristique orrespondant à ladi�usion de la quantité de mouvement. Il peut s'exprimer par :
τhydro =

V 2/3

ν
(1.5)où ν est la visosité inématique du solvant. Pour l'eau, τhydro est ainsi de l'ordre de 0,2 ps.Si l'on regarde les �utuations de température, le temps aratéristique assoié est

τT =
V 2/3

λCP
(1.6)ave λ la ondutivité thermique et CP la apaité alori�que (à pression onstante) dela solution. Pour l'eau, τT est de l'ordre de 0,7 ps. Pour que l'on puisse onsidérer quel'ion di�use dans un milieu visqueux de température homogène, il faut que τion soit su-périeur à es deux temps aratéristiques, e qui est le as ii. Sinon, une modélisation àsolvant ontinu néessiterait de tenir ompte expliitement de la propagation du mouve-ment hydrodynamique du solvant et de la haleur. Il faudrait par exemple tenir ompteexpliitement du temps dans l'équation de Navier-Stokes e qui ompliquerait énormémentles aluls et réduirait l'intérêt du modèle.Pour que lors de son mouvement, un ion ressente le solvant omme un ontinuum di-életrique de onstante ǫr, il faut que les moléules d'eau aient le temps de se retourner a�nde permettre l'érantage instantané de sa harge. Cela peut se quanti�er par le temps derelaxation diéletrique de Debye τdiélec. Les phénomènes ayant lieu à des temps inférieursau temps de Debye sont trop rapides pour permettre le retournement des moléules d'eau.La polarisation d'orientation des moléules est don bloquée et la onstante diéletrique ef-fetive est inférieure à la valeur statique. Ainsi pour l'eau à 25 oC, la onstante diéletriquepasse de 78,3 à 5 (et non pas 1 ar il reste toujours les polarisations atomiques et éle-troniques). Si les phénomènes ont lieu pour des temps supérieurs à τdiélec, les moléules de
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1.2. DESCRIPTION DYNAMIQUE DES SOLUTIONS D'ÉLECTROLYTES 15solvant peuvent suivre et la onstante diéletrique a la valeur statique. Dans les situationsintermédiaires, le solvant se ouple à l'exitation, d'où une absorbtion importante.Dans le as de l'eau, le temps de relaxation de Debye τdiélec est égal à 8,3 ps, e qui estinférieur à τion. On peut don bien onsidérer que le déplaement des ions se fait dans unontinuum diéletrique dont la onstante est égale à la valeur statique.Temps liés aux ionsLa dynamique propre de l'életrolyte fait apparaître divers temps aratéristiques re-présentant di�érents modes, propagatifs ou non. La propriété fondamentale d'une solutiond'életrolyte est l'életroneutralité loale, imposée par la forte attration életrostatiqueentre les espèes. Celle-i relaxe sur une éhelle de temps appelée temps de Debye τD quitraduit le temps néessaire pour le retour à l'életroneutralité loale. Il onvient de ne pasonfondre e temps ave elui de la relaxation diéletrique qui porte le même nom. Commenous étudierons le transport des ions, nous utiliserons dans ette étude ette appellationpour le retour à l'életroneutralité. Pour une solution diluée, il vaut
τ−1
D = 4πLB

∑

i

Z2
i CiDi (1.7)ave Ci et Di la onentration et le oe�ient d'autodi�usion de l'espèe i. Pour un életro-lyte en solution aqueuse, le temps de Debye qui est in�ni quand la solution est in�nimentdiluée, est de l'ordre de la nanoseonde quand la onentration se rapprohe de 1 mol L−1.Un autre temps intéressant dans la desription de la dynamique des ions est le tempsde relaxation de leur vitesse

τvit = DionMion/kBT (1.8)qui vaut typiquement 0,1 ps pour de petits ions omme Cl−. Si l'on se plae sur des éhellesde temps supérieures à τvit, les vitesses des ions relaxent instantanément. La desription desions dans le modèle du solvant ontinu est alors plus simple puisqu'il n'est plus néessairede se souier de leur vitesse.Il existe d'autres temps aratéristiques moins fondamentaux. Citons par exemple lestemps aratéristiques de relaxation himique, ou les temps assoiés aux modes propagatifsde migration ou de di�usion que notre étude sur les phénomènes de transport permettrade aluler.1.2.2 Intérêt de notre étudeCette analyse des di�érents temps aratéristiques permet de mettre en perspetivenotre travail par rapport aux di�érentes méthodes pour dérire les solutions d'életrolytes,représentées sur la �gure 1.2.Pour les temps très ourts, largement inférieurs à la pioseonde, les életrons gardentleurs aratères propres et on peut observer les phénomènes qui en déoulent. Par exemple,
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16 INTRODUCTION
atomes et

moléculesélectrons

noyaux modèles à

solvant continu

moléculaire

ab initio

dynamique

moléculaire

dynamique

classique

dynamique

brownienne

humaine

échelle

1 ps 1 ns 1 s

thermodynamique des

phénomènes irréversibles

physique statistique

neutrons RMN

traceurs

mesures électrochimiquesFig. 1.2 � Méthodes d'étude du transport dans les solutions aqueuses d'életrolytes.'est à ette éhelle que les polarisabilités atomiques et életroniques des moléules ré-agissent. L'études de la dynamique ne peut se faire qu'en traitant expliitement les éle-trons. Les méthodes de simulations utilisées sont don forément quantiques. Il s'agit de ladynamique moléulaire ab initio ainsi dénommée ar elle ne néessite pas (en prinipe) deparamètres ajustables. Bien qu'elle permette en théorie de retrouver toutes les grandeursde transport, les limitations matérielles lui imposent de ne simuler que quelques dizainesd'atomes sur quelques pioseondes. La dynamique de la solution obtenue est don bien endeçà des temps aratéristiques des ions (en partiulier le temps de Debye), e qui interditpour l'instant à ette méthode de aluler les oe�ients de transport ioniques.Sur des éhelles de temps intermédiaires, on peut utiliser un modèle lassique pour lasolution. Le transport est généralement étudié par la dynamique moléulaire où l'on aluleles trajetoires des ions et des moléules de solvant. La omplexité des interations entreles moléules d'eau empêhe tout alul analytique quantitatif. En outre, les limitationsdes mahines ne permettent pas pour l'instant de dépasser raisonnablement quelques na-noseondes. Le temps de Debye étant sensiblement plus grand dans le as des solutions pastrop onentrées, la dynamique moléulaire ne peut prétendre aluler les oe�ients detransports ioniques si la solution est trop diluée2.Si l'on se plae sur des temps bien supérieurs à τion, les partiules de solutés ne ressententplus les détails mirosopiques du solvant. On peut don ne prendre en ompte que lesdegrés de liberté assoiés aux ions. La théorie qui permet de prédire la dynamique d'une2En outre, on ne peut dans e as simuler que très peu d'ions (en raison du grand nombre de moléulesde solvant), e qui limite d'autant plus la préision de la méthode.
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1.3. DESCRIPTION DES IONS PAR LE MODÈLE DE LA PART. BROWNIENNE 17telle desription est la théorie du mouvement brownien. Les simulations numériques sontainsi appelées dynamique brownienne. Dans, e as, même si les phénomènes aux tempsourts sont perdus, il est possible d'obtenir des trajetoires bien plus longues que le tempsde Debye, e qui permet le alul des oe�ients de transport des ions. Un tel modèle quin'est ni miroopique, puisque le solvant n'est pas traité expliitement, ni marosopique,puisque l'on dérit préisément les ions est parfois appellé mésosopique.La plupart des mesures expérimentales et des situations physiques modélisées ont lieuà une toute autre éhelle. Sur des temps prohes de la seonde, on ne s'intéresse pas auxdétails préis de la solution, mais à son omportement marosopique. La théorie utiliséeest ainsi thermodynamique : 'est la thermodynamique des phénomènes irréversibles. Ellenéessite pour être utilisée la onnaissane des oe�ients de transport que l'on peut, soitmesurer, soit obtenir par une analyse mirosopique grâe à la physique statistique.Ces desriptions marosopiques requièrent des expressions ompates pour les traite-ments des données expérimentales. Elles ne peuvent se ontenter de simulations numériques- aussi sophistiquées soient-elles - simulations qui ne peuvent donner des informations quepour des systèmes bien partiuliers. Le but prinipal de notre étude est de fournir de tellesexpressions à partir de grandeurs mirosopiques, omme la taille ou la harge des ions,ayant des signi�ations physiques simples mais préises. Nous utiliserons une modélisationà solvant ontinu. Le traitement impliite du solvant permet en e�et de réaliser un telprojet. L'autre intérêt de ette méthode est qu'elle propose des expressions en fontion depropriétés marosopiques du solvant, omme la onstante diéletrique ou la visosité. Paronséquent, nos modélisations ne seront pas limitées aux solutions aqueuses, puisqu'unesimple modi�ation de es grandeurs permettra de hanger de solvant3 instantanément.1.3 Desription des ions par le modèle de la partiulebrownienneNos théories en solvant ontinu reposeront don sur le modèle de la partiule brow-nienne. Un tel traitement ne pourra don être utilisé que si les hypothèses néessaires, quenous avons préédemment expliitées, sont justi�ées. Mais si elles-i sont indispensables,elles ne sont pas les seules.En fait, omme nous le détaillerons par la suite, le ritère fondamental pour pouvoirtraiter le solvant de façon ontinue, est de onsidérer que la masse des moléules de solvantest très infèrieure à elle des ions. En e�et, dans e as, les degrés de liberté du solvantse thermalisent beauoup plus vite que eux du soluté. Il est alors possible d'utiliser lesthéories du mouvement brownien. L'avantage d'un telle approhe est de disposer de basesrigoureuses pour la desription des phénomènes dynamiques. Les équations de départ sonten e�et par leur forme assez similaires à elles de la méanique lassique utilisées pour3si tant est que les hypothèses valables pour l'eau le soient enore pour les autres solvants. Pratiquement,le aratère le plus partiulier de l'eau est sa onstante diéletrique très élevée. On pourra don appliquernos expressions à d'autres solvants si les életrolytes restent dissoiés (à moins que l'assoiation ait étéprise en ompte expliitement dans notre modèle).
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18 INTRODUCTIONdérire expliitement le solvant, e qui permet d'utiliser, en les modi�ant, les méthodeshabituelles de la physique statistique.Néanmoins, on peut se demander jusqu'à quelle limite les ions en solutions peuvent êtrereprésentés par des partiules browniennes4. En partiulier, pour des ions omme Li+, dontla masse est bien plus faible que elle du solvant, la justi�ation ne va pas de soi. En réalité,la situation est très omplexe. Les ions et les moléules de solvant ne sont pas des objetslassiques interagissant par des potentiels d'interation de paires parfaitement dé�nis : learatère quantique ne peut être ignoré, l'eau est polarisable, elle se transforme don enprésene d'ions. Il y a aussi des réations himiques que l'on doit prendre en ompte, parexemple pour expliquer le transport partiulier du proton H+. Cependant, un phénomènepeut justi�er l'utilisation du mouvement brownien pour dérire les ions a posteriori : lasolvatation. Un ensemble de moléules d'eau reste fortement attahé à haque ion. Ce n'estdon pas une trop mauvaise approximation que de onsidérer qu'un ion et les moléulesd'eau qui le solvatent forment une entité propre qui se omporte omme une partiulebrownienne, elle-i étant ainsi bien plus lourde que les partiules de solvant seules. Ilparait di�ile de justi�er rigoureusement ette idée ; et même si dans ette étude nousutiliserons presque ontinuellement le modèle du mouvement brownien, nous n'essayeronspas de le faire a priori.Il onviendra ainsi de faire toujours très attention en omparant nos résultats avel'expériene. L'intérêt prinipal des théories du mouvement brownien est de fournir desmodèles solubles qui imitent la vraie physique du système. Le but de notre étude est ainsid'apporter des théories du transport dans les életrolytes diretement appliables, a�n derelier les grandeurs mesurées à des paramètres physiques qui permettent de donner uneimage mirosopique au système, sans pour autant la dévoiler exatement.1.4 Plan de notre étudeNotre travail onsiste ainsi à étudier la dynamique des ions, prinipalement en solution,mais aussi aux interfaes, par des méthodes menant à des expressions physiques diretementappliables.Le prohain hapitre ommenera par quelques rappels sur la desription des életro-lytes en solution. Notre but n'est pas seulement de poser les bases pour omprendre lesthéories qui vont ensuite être développées Il s'agit surtout de montrer qu'elles forment unensemble ohérent, diretement obtenu à partir d'une analyse mirosopique. La premièrepartie traitera des théories d'équilibre. Comme nous nous intéressons à l'obtention d'ex-pressions analytiques, nous nous foaliserons prinipalement sur la résolution du modèleprimitif par l'approximation sphérique moyenne (MSA). La deuxième partie aura pour butde montrer omment notre étude théorique est reliée aux expérienes en utilisant la thermo-dynamique des phénomènes irréversibles. En�n, nous introduirons préisément les théoriesmirosopiques du transport dans les életrolytes, prinipalement par des desriptions ensolvant ontinu.Notre première appliation sera la di�usion mutuelle (ou olletive) d'un életrolyte.4aussi appelées brownons
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1.4. PLAN DE NOTRE ÉTUDE 19Lorsque la onentration de e dernier n'est pas uniforme, les ations et les anions di�usenten e�et simultanément, du fait de l'életroneutralité loale de la solution. En omparantette étude à d'autres grandeurs de transport ou d'équilibre, nous serons en mesure de testerle modèle primitif, où les ions sont représentés par des partiules sphériques hargées. Dansun seond hapitre, nous nous foaliserons sur les as des életrolytes assoiés.Cette étude sera ensuite préisée par dynamique brownienne. Nous proposerons en e�etune méthode de alul du oe�ient de di�usion mutuelle par ette tehnique de simulation.L'avant dernier hapitre sera onsaré à une étude mirosopique de l'autodi�usion.La théorie utilisée sera le ouplage de modes (Mode Coupling Theory, MCT). Elle permeten e�et de s'a�ranhir de la desription ontinue du solvant. Cette partie onstitue donune première justi�ation mirosopique de l'utilisation des théories browniennes dans ladynamique des életrolytes.En�n, nous élargirons les perspetives de nos modélisations en les appliquant dans leas d'un milieu on�né : l'argile montmorillonite. Ce dernier hapitre se veut don être enquelque sorte une première appliation de nos méthodes vers des domaines beauoup plusomplexes que elui des simples solutions libres.
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21
Chapitre 2Desription des solutions ioniques
Sommaire2.1 Desription des solutions ioniques à l'équilibre par le modèledu solvant ontinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 212.2 Approhe thermodynamique du transport . . . . . . . . . . . 352.3 Dynamique des solutions d'életrolytes : du solvant disret ausolvant ontinu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50Ce hapitre, prinipalement de rappels, introduit les di�érentes notions que nous allonsutiliser dans la desription du transport des ions. La première partie traite des propriétésd'équilibre. Nous nous intéresserons surtout à la théorie MSA du modèle primitif qui permetd'obtenir des résultats analytiques très utiles pour l'étude de la dynamique. Le seondepartie aura pour but d'introduire les di�érents oe�ients de transport que nous allonsétudier. Nous utiliserons ainsi la thermodynamique des phénomènes irréversibles qui fait lelien ave les expérienes. En�n, la dernière partie expliite les fondements de la desriptionstatistique de la dynamique dans les solutions d'életrolytes. Nous nous foaliserons iisurtout sur les desriptions en solvant ontinu.2.1 Desription des solutions ioniques à l'équilibre parle modèle du solvant ontinu2.1.1 Le modèle du solvant ontinuLa fontion de partition de MMillan-MayerLa desription théorique omplète lassique d'un système omprenant à la fois despartiules moléulaires de solvant et des solutés se fonde sur la donnée expliite d'un
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22 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUEShamiltonien qui traduit les interations entre les di�érents onstituants :
H =

∑

i

p2
i

2mi
+ Vions({ri})

︸ ︷︷ ︸

soluté

+
∑

α

p2
α

2mα
+ Vsolvant({rα})

︸ ︷︷ ︸

solvant

+ Vsolvant/ions({rα, ri})
︸ ︷︷ ︸

solvant/soluté

. (2.1)Le solvant est ii indexé par la lettre α. Les partiules de soluté, qui sont des ions pour nossolutions d'életrolytes, sont représentées par i. Les positions de es di�érents onstituantssont données par rα et ri. Les variables anoniques onjuguées qui sont ii les quantitésde mouvement sont respetivement pα et pi. Même si pour simpli�er les expressions, nousne onsidérerons que des partiules pontuelles, la démonstration se généralise aisément sil'on onsidère d'autres degrés de liberté. Il su�t alors simplement de prendre en ompted'autres ouples de variables anoniques. De même, on ne onsidérera ii qu'un seul typede soluté. S'il y en a plusieurs, omme 'est toujours le as dans les solutions d'életrolytes,la généralisation est en e�et immédiate.Au lieu de travailler sur et hamiltonien omplexe, Ma Millan et Mayer [1, 2℄ ontproposé de ne s'intéresser qu'aux variables assoiées aux solutés. Le but est don de réduirel'espae des phases de {rα,pα, ri,pi} à {ri, pi}. A�n de pouvoir faire librement varier lesnombres de partiules, il est plus simple de se plaer dans l'ensemble grand-anonique. Lafontion de partition du système est ainsi [3, 4, 5℄ :
Ξ(T, V, µα, µi) =

∑

états

eβµαNα+βµiNi−βH

=

+∞∑

Nα=0

+∞∑

Ni=0

eβµαNα+βµiNi

Nα!Ni!h3(Nα+Ni)

∫

· · ·
∫

e−βH({rα,pα,ri,pi}) drNα

α drNi

i dpNα

α dpNi

i

=
∑

Nα,Ni

eβµαNα+βµiNi

Nα!Ni!λ3Nα
α λ3Ni

i

∫

· · ·
∫

e−βV({rα,ri}) drNα

α drNi

i (2.2)ave β = 1/kBT , T la température, V le volume, et h la onstante de Plank. µα ou µi et Nαou Ni sont respetivement les potentiels himiques et les nombres de partiules du solvantou du soluté. V({rα, ri}) est le potentiel d'interation total Vions({ri}) + Vsolvant({rα}) +
Vsolvant/ions({rα, ri}). En�n, λα et λi sont les longueurs d'onde de de Broglie1 assoiées ausolvant et au soluté. Elles sont obtenues par intégration sur les positions. Pour une partiule1Pour la disrétisation de l'espae des phases, on a ii utilisé le déoupage

∑

e−βH =

∫

· · ·
∫

e−βHdrNdpN

N !h3N
(2.3)qui orrespond à une � égalité � de Heisenberg ∆x∆px ∼ h. La vraie égalité serait plut�t en fait ∆x∆px ∼

h/4π, mais dans le as du gaz parfait quantique, on retrouve la limite lassique ave ∆x∆px ∼ h. De toutefaçon, la di�érene ne fait que modi�er les longueurs de de Broglie. Cela ne se traduit sur les propriétésthermodynamiques que par un terme entropique onstant. La thermodynamique du système n'est donpas modi�ée.
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2.1. SOLUTIONS IONIQUES À l'ÉQUILIBRE EN SOLVANT CONTINU 23de masse m, la longueur d'onde de de Broglie orrespondante est h√
2πmkBT

. On obtient ainsi�nalement
Ξ(T, V, µα, µi) =

∑

Nα,Ni

zNi

i

Ni!

zNα
α

Nα!

∫

· · ·
∫

e−βV({rα,ri}) drNα

α drNi

i (2.4)où zi et zα sont les fugaités du soluté et du solvant.L'idée de Ma Millan et Mayer est de séparer dans ette fontion de partition les termesde solvant et de soluté :
Ξ(T, V, µα, µi) =

∑

Ni

zNi

i

Ni!

∫

· · ·
∫

drNi

i

∑

Nα

zNα
α

Nα!

∫

· · ·
∫

e−βV({rα,ri}) drNα

α . (2.5)Cette expression ressemble à elle de la fontion de partition d'un orps pur, en onsidé-rant le terme d'intégration sur l'espae des phases du solvant omme un potentiel e�etifagissant entre les partiules de soluté. On obtient en pratique :
Ξ(T, V, µα, µi) = ΞMM(T, V, a) × Ξpur(T, V, µα) (2.6)ave Ξpur(T, V, µα) la fontion de partition du solvant pur quand elui-i a le même potentielhimique µα que dans la solution. Elle est obtenue en prenant Ξ(T, V, µα, µi = −∞).

ΞMM(T, V, a) est la fontion de partition de M Millan-Mayer qui s'érit formellementomme elle d'un �uide simple (sans le solvant) :
ΞMM(T, V, ai) =

∑

Ni

aNi

i

Ni!

∫

· · ·
∫

e−βVeff ({ri}), drNα

i . (2.7)Le potentiel e�etif entre les partiules de soluté est dé�ni par
Veff ({ri}) = −kBT ln gNi

({ri}) (2.8)où gNi
({ri}) est la fontion de orrélation à Ni orps du soluté dans la limite z → 0, 'està dire quand elui-i est in�niment dilué. L'ativité ai est une fugaité e�etive dé�nie par

ai = zi lim
zi→0

Ci

zi
. (2.9)ave Ci est la onentration du soluté à l'équilibre. Son potentiel himique s'érit ainsi

µi = 3kBT lnλi + kBT ln zi

= 3kBT lnλi + kBT ln γi + kBT ln ai (2.10)en notant γi = limzi→0
zi

Ci
. Par onséquent, remplaer zi par ai ne hange le potentielhimique que par un terme onstant (qui est d'ailleurs diretement relié à elui de la droitede Henry).
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24 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESThermodynamique du gaz de solutéLe alul préédent permet d'obtenir toutes les grandeurs thermodynamiques de lasolution. En e�et, le grand potentiel Ω est
Ω = −PV = −kBT ln Ξ(T, V, µα, µi)

= −kBT ln Ξpur(T, V, µα) − kBT ln ΞMM(T, V, a)

= Ωpur + ΩMM. (2.11)
Ω est don la somme du grand potentiel du solvant pur et de elui alulé par la fontionde partition de Ma Millan-Mayer. Ce dernier terme est formellement équivalent à eluiobtenu pour un gaz réel où l'on ne prend en ompte que l'espae des phases du soluté aveun potentiel d'interation e�etif donné par (2.8). On parle ainsi de gaz de soluté.Les di�érentes grandeurs d'équilibre s'obtiennent par les identités thermodynamiqueshabituelles. Par exemple, s'il y a plusieurs espèes de solutés i :

dΩ = −PdV − SdT −N0dµ0 −
∑

i

Nidµi (2.12)en utilisant l'indie 0 pour le solvant. Pour la pression, on obtient ainsi
P = Ppur + Posm. (2.13)Dans ette expression, Ppur est la pression du solvant pur en équilibre ave la solution, 'està dire ave le même potentiel himique et à la même température. Posm qui est obtenuepar la fontion de partition du gaz de soluté, est ainsi la pression osmotique [6, 7℄, puisque'est la di�érene entre la pression de la solution et Ppur.Même si toutes les égalités préédentes sont exates, les grandeurs obtenues par lafontion de partition du gaz de soluté (2.7) ne sont pas diretement elles que l'on me-sure expérimentalement. Une onversion est don néessaire. Comme la thermodynamiquedu gaz de soluté est alulée au niveau M Millan-Mayer et que les grandeurs thermody-namiques expérimentales de la solution ont été formalisées rigoureusement par Lewis etRandall [8, 9℄, on parle de onversion M Millan-Mayer Lewis-Randall (MM-LR). Une telleonversion n'est pas immédiate ar les dérivations ne se font pas ave les mêmes grandeursthermodynamiques onstantes. Ainsi, la pression au niveau Lewis-Randall est la vraie pres-sion, tandis que la pression au niveau M Millan-Mayer n'est rien d'autre que l'ativité dusolvant. Plusieurs méthodes de onversion ont été proposées, prinipalement par Friedman[10, 11℄ et Krienke [12, 13, 14℄. Des fateurs de orretion reliés prinipalement à la densitéde la solution sont à prendre en ompte si l'on veut par exemple aluler le oe�ient d'a-tivité expérimental à partir de elui obtenu par la physique statistique en solvant ontinuau niveau M Millan-Mayer. Le prinipal résultat de es études est que les orretions sontnulles quand la solution est in�niment diluée. Elles restent ensuite généralement faibles(de l'ordre de 2 % en moyenne pour la plupart des életrolytes à 1 mol L−1). Comme nous
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2.1. SOLUTIONS IONIQUES À l'ÉQUILIBRE EN SOLVANT CONTINU 25souhaitons dérire les életrolytes en solutions onentrées, nous en tiendrons généralementompte dans notre étude2.Pour la desription des életrolytes, le alul préédent montre don que l'on peuttraiter exatement la physique statistique de la solution en ne onsidérant que les variablesassoiées aux ions, à ondition de supposer que es derniers interagissent par un potentiele�etif, moyenné sur le solvant, donné par (2.8). Il onvient toutefois de se mé�er d'unetelle équivalene. Si on obtient par la démonstration de Ma-Millan et Mayer des relationsexates entre la thermodynamique du gaz de soluté et elle de la solution, elle ne donne pasde méthode préise de alul. Toute l'ation du solvant est en fait ahée dans le potentiele�etif qui peut être très ompliqué. En partiulier, e n'est pas pare que les interationsdans l'hamiltonien en solvant disret sont additives deux à deux (potentiels de paires) quele potentiel e�etif entre les partiules de soluté est lui aussi un potentiel de paire. Il y ades e�ets à N orps qu'il onvient en prinipe de prendre en ompte. L'équation (2.8) nepermettant pas de aluler expliitement e potentiel e�etif entre les partiules de soluté,on doit faire de nouvelles hypothèses pour modéliser la solution et le résultat n'est donpas exat.Conluons ette partie en rappelant que la notion d'interation e�etive moyennéeest une idée très rihe pour modéliser les systèmes physio-himiques. On la retrouve parexemple dans l'étude des polyéletrolytes [15, 16, 17, 18℄. Dans e as, la fore d'interationentre les olloïdes est moyennée non seulement sur les on�gurations du solvant, mais aussisur elles du ontre-ion et du oion (si on ajoute du sel). Cei onduit à la notion depotentiel DLVO qui permet entre autre de prédire la stabilité des suspensions olloïdales[19, 20℄.2.1.2 Modèle primitif des solutions d'életrolytesPotentiel d'interationLa desription de la solution au niveau M Millan-Mayer se fait don exlusivement parl'intermédiaire d'un potentiel d'interation entre les partiules de soluté. Le modèle le plussimple, appelé modèle primitif, onsiste à assimiler l'életrolyte à un système de sphèresdures3 hargées. Le potentiel e�etif d'interation entre deux ions i et j séparés par unedistane r est ainsi :
Vij(r) = VSD(r) +

ZiZje
2

4πǫ0ǫrr
(2.14)2Nous utiliserons pour ela plut�t les expressions dérivées des travaux de Friedman que elles obtenuesà partir des études de Krienke. La raison en est que les publiations de e dernier sont, dans leur immensemajorité, en allemand, langue que je ne onnais malheureusement pas su�samment...3Il faut faire ii attention en utilisant e terme. En e�et, l'interation est bien dure omme elle dessphères, mais on ne onsidère pas de degrés de libertés internes de rotation pour les ions. Ceux-i sontainsi modélisés par des points matériels.
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26 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESoù VSD(r) est le potentiel d'interation entre des sphères dures qui s'érit
{
VSD(r) = +∞ si r <

σi+σj

2

VSD(r) = 0 si r >
σi+σj

2

(2.15)quand σi et σj représentent les diamètres des ions i et j. Quand la taille et la harge absoluedu ation sont les mêmes que elles de l'anion, on parle de modèle primitif restreint.Le terme életrostatique de e potentiel e�etif est don elui de harges pontuellesdans un milieu diéletrique dont la onstante est elle du solvant pur. On pourrait en faitdistinguer deux onstantes diéletriques, elle du solvant pur, et elle représentant la foremoyenne entre les ions. Pratiquement, elles oïnident dans le as des solutions diluées [21℄.Pour les solutions onentrées, le potentiel d'interation n'est plus un potentiel de paire.On peut alors traduire ela en faisant varier la onstante diéletrique ave la onentration[22℄. L'életrolyte onentré empêhe l'orientation des moléules de solvant et la onstantediminue.La répulsion entre les ions se traduit par un potentiel dur. En fait, on peut autoriser unelégère pénétration en onsidérant une interation molle en loi de puissane ou exponentielle.Nous en tiendrons ompte dans nos simulations de dynamique brownienne. Comme leséletrolytes onsidérés sont des gaz de soluté dilués, les résultats obtenus restent en pratiquetrès prohes. Les diamètres e�etifs des ions sont un peu plus gros que eux de l'ion nu,alulés sur les phases solides (diamètres de Pauling), puisqu'ils prennent en ompte laouhe de solvatation.Plusieurs ra�nements du modèle primitif ont été proposés [6℄. Le terme de Gurney [23℄est ainsi dû à l'idée que la ouhe de solvant qui entoure un ion n'a pas la même propriétéque le solvant au sein de la solution (loin de ions). Le potentiel à ourte distane est alorsla somme d'une répulsion molle, généralement en 1/r9, et d'une ontribution attrative.Celle-i est supposée proportionnelle au volume de reouvrement des sphères ioniques. Elletraduit la variation d'énergie aompagnant l'expulsion des moléules de solvant en dehorsdes ouhes de solvatation. On ajoute aussi parfois un terme de avité diéletrique quiexprime les e�ets de polarisation réiproques entre elles-i. Nous n'avons pas onsidérées di�érentes améliorations dans notre étude ar leur prise en ompte expliite ne onduitpas à des résultats analytiques. En outre, les résultats obtenus sont très prohes de euxdonnés par le modèle primitif [24℄. Notons en�n que es di�érents termes néessitent laonnaissane de paramètres d'interation supplémentaires que l'on ne onnaît pas a priori.Il faut don les ajuster, e qui diminue l'intérêt du modèle.Thermodynamique assoiéeEn raison de sa simpliité, le modèle primitif a été largement étudié par diverses mé-thodes. Pour des onentrations très faibles, on retrouve toujours les expressions limitesde Debye-Hükel qui sont des résultats exats [25℄. Pour des onentrations plus élevées,la répulsion (qui assure d'ailleurs la stabilité thermodynamique du système) est à prendreen ompte. En outre, si la harge des ions est importante, ils s'assoient en formant despaires anion-ation.
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2.1. SOLUTIONS IONIQUES À l'ÉQUILIBRE EN SOLVANT CONTINU 27L'étude du diagramme de phase d'un tel système n'a été entreprise en revanhe queréemment. Il n'existe pas pour l'instant d'études transversales de toutes les grandeursthermodynamiques du modèle primitif (même restreint), alors qu'il en existe depuis lesannées 70 pour d'autres modèles de référene, omme le plasma à une omposante (OneComponent Plasma OCP [26℄, milieu onstitué d'un seul type de partiules hargées dansun ontinuum uniforme qui le neutralise exatement). L'étude du point ritique du modèleprimitif restreint pourrait laisser apparaître des exposants de type Van der Waals, e quisemble surprenant puisque l'on s'attend plut�t à un omportement prohe de elui dumodèle d'Ising [27℄.Nous allons préiser dans quelle partie du diagramme d'état sont les életrolytes ensolution. Bien sûr, il n'est pas néessaire pour notre étude de s'intéresser à une éventuelleséparation de phase en tant que telle dans les életrolytes qui n'est pas pour l'instantun fait expérimental avéré. D'ailleurs, on ne peut probablement pas la traiter par unmodèle de solvant ontinu. Notre but ii est simplement de omprendre dans quel domainethermodynamique nous nous trouvons a�n de préiser la nature du gaz de soluté.L'analyse des di�érentes études du modèle primitif restreint, par diverses méthodes(simulation de dynamique moléulaire ou de type Monte Carlo [28, 29℄, équations intégralesmodi�ées [30, 31℄, Debye-Hükel ave assoiation [32, 27, 33, 34℄...), permet de situer lepoint ritique approximativement. Nous retiendrons les valeurs suivantes (dont l'inertitudepeut atteindre 30 %)






Tc = 0,06 Z2e2

4πǫ0ǫrσkB

Cc = 0,0125 1
σ3

Pc = 0,00025 Z2e2

4πǫ0ǫrσ4

(2.16)ave Tc, Cc et Pc la température, onentration et pression ritique de l'életrolyte déritpar le modèle primitif restreint de diamètre σ et de harge ±Ze.Dans le as de l'eau (ǫr ≃ 78), on a par exemple pour σ = 5 Å et Z = 1, Tc = 26 Ket Cc = 0,17 M. On est ainsi toujours dans un domaine où le �uide est superritique, Tcétant toujours en deçà de 25 oC. Pour des életrolytes très hargés et très petits, e neserait plus vrai, mais les deux dernières possibilités sont inompatibles, et la onentrationritique serait alors bien plus grande que la onentration à saturation du sel.En revanhe, dans des solvants beauoup moins dispersifs que l'eau (ǫr = 10), onpourrait ommener à voir apparaître la ritialité. Cei explique pourquoi on a reherhéà mettre en évidene une éventuelle transition de phases dans de tels solvants [35, 36℄. Ceiest enore plus vrai dans les sels fondus (életrolytes liquides purs où ǫr = 1).En onlusion, dans les solutions aqueuses, le modèle primitif modélise bien les életro-lytes omme un gaz de soluté qui est en fait superritique. Pour les solutions aqueuses, oùla ritialité n'est pas un fait expérimental avéré, ela signi�e simplement que le systèmeest haud. Cela explique pourquoi des expressions valables pour des longueurs de Bjer-rum LB = e2/4πǫ0ǫrkBT faibles, omme elles de Debye-Hükel, sont suseptibles d'êtreappliquées.Nous allons poursuivre en préisant les théories que nous utiliserons pour dérire leséletrolytes. Elles permettent d'obtenir les grandeurs d'équilibre, par exemple pour le mo-
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28 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESdèle primitif.2.1.3 Méthodes théoriques de résolutionÉquations intégrales de la méanique statistiqueUne façon, exate en prinipe, de aluler les grandeurs d'équilibre est de faire appel auxdi�érentes méthodes de simulation [37℄ (dynamique moléulaire ou Monte Carlo). Mais letemps de alul reste alors assez long (plusieurs heures pour un point). Ce moyen est donmal adapté à notre étude du transport. Nous présentons don ii d'autres méthodes issuesde la méanique statistique qui permettent de aluler les propriétés thermodynamiquespour un potentiel d'interation donné. Ces théories approhées utilisent les équations inté-grales qui sont brièvement présentées dans e paragraphe.Dans le as du modèle à solvant ontinu, une des grandeurs aratéristiques de lasolution est la fontion de orrélation de paire totale hij(rij). Si le milieu est isotrope, ellene dépend que de la distane rij entre deux partiules de type i et j. Elle est liée à lafontion de orrélation de paire gij(rij) par
gij(rij) = 1 + hij(rij). (2.17)Si l'on onnait expliitement gij(rij), on est apable d'en déduire, dans le as des potentielsde paires, la pression et l'énergie interne du système. Puis par intégration, on peut alorsobtenir les autres grandeurs thermodynamiques [3, 4℄. gij(rij) représente la densité de pro-babilité de trouver deux partiules de type i et j séparées par une distane rij , (normaliséeà 1 quand rij → +∞).En 1914, Ornstein et Zernike proposèrent d'exprimer la fontion de orrélation de pairetotale en fontion d'une fontion de orrélation de paire direte cij(rij), n'exprimant queles ontributions à deux orps. La relation s'érit :

hij(rij) = cij(rij) +
∑

k

Ck

∫

cik(rik)hkj(rkj) drk (2.18)ave Ck la onentration de l'espèe k. Pour aluler la fontion de orrélation de paireet les grandeurs thermodynamiques du système à l'équilibre, il nous faut une équationsupplémentaire entre hij(rij) (ou gij(rij)) et cij(rij). Plusieurs relations de fermeture ap-prohées ont été proposées. On les obtient par des tehniques mathématiques omme lesdéveloppements diagrammatiques ou les dérivations fontionnelles [3, 4℄.L'équation d'hyperhaine (HNC - Hypernetted Chain)Elle donne une relation entre hij(rij), gij(rij), cij(rij) et le potentiel d'interation depaire Vij(r) :
gij(rij) = e−βVij(r)+hij(rij)−cij(rij). (2.19)Dans le as du modèle primitif, la résolution ne peut se faire que numériquement. Enérivant l'équation d'Ornstein-Zernike dans l'espae de Fourier et par itérations sues-

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



2.1. SOLUTIONS IONIQUES À l'ÉQUILIBRE EN SOLVANT CONTINU 29sives, on obtient gij(rij). Ces aluls sont réalisés en quelques minutes sur un ordinateurde bureau.L'équation HNC est partiulièrement bien adaptée aux potentiels oulombiens [38℄.Dans le as des életrolytes, les fontions de orrélation de paires sont pratiquement iden-tiques à elles obtenues par les simulations [39℄. Elle permet notamment de dérire lesorrélations dans les solutions de polyéletrolytes [40℄. Son prinipal inonvénient vient dufait que si le système est fortement hargé et si les tailles des partiules sont petites, l'al-gorithme de résolution de HNC peut ne pas onverger. Dans de tels as, on se rapprohede la ligne spinodale, et HNC est inapable de dérire le domaine où il y a une séparationde phase [41℄.Autres équations intégralesPlusieurs autres relations de fermeture existent. Par exemple la relation de Perus-Yevik (PY)
gij(rij) = e−βVij(r)(1 + hij(rij) − cij(rij)). (2.20)est partiulièrement adaptée au modèle de sphères dures où elle onduit à un résultatanalytique [42℄. Elle est en revanhe à prosrire pour les milieux hargés.D'autres relations de fermeture ont été proposées, parfois en ombinant les préédentesou en forçant l'autoohérene des résultats en imposant par exemple que la pression obtenuepar le théorème du viriel soit la même que elle donnée par l'équation de ompressibilité.Pratiquement, pour nos életrolytes, nous utiliserons surtout l'approximation sphériquemoyenne (Mean Spherial Approximation - MSA) dérite dans le paragraphe suivant.La relation de fermeture MSAQuelque soit la densité, la fontion de orrélation direte cij(rij) admet une limite exatequand rij → +∞ :

cij(rij) = −βVij(r) (2.21)L'idée de MSA est de garder ette expression pour tout rij. Mais omme ela est gros-sièrement faux à ourte distane en raison de la répulsion, on érit expliitement que lespartiules ne peuvent pas s'interpénétrer si leur distane est trop prohe. La relation defermeture MSA s'érit don
{
gij(rij) = 0 si rij <

σi+σj

2

cij(rij) = −βVij(r) si rij >
σi+σj

2

. (2.22)La première relation est exate. MSA revient ensuite à linéariser HNC au delà du ontat.L'immense avantage de MSA est qu'elle admet une solution analytique pour de nom-breux potentiels : sphères dures (dans e as MSA=PY), sphères dures + puit arré, sphèresdures + Yukawa, sphères dures + dip�les et surtout, e qui nous intéresse pour les solu-tions d'életrolytes dérits en solvant ontinu, sphères dures hargées (modèle primitif). Ilfaut garder à l'esprit que MSA n'est orrete que pour les potentiels au delà du ontatpetits devant kBT . Notons qu'à l'origine MSA était plus ouramment appelé MSM (MeanSpherial Model).
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30 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESLe modèle primitif résolu par MSALa solution de l'équation MSA dans le adre des sphères dures hargées a été obtenuepour la première fois par Waisman et Lebowitz [43℄. Elle a été améliorée par plusieursauteurs [44℄, en partiulier par Blum [45, 46, 47℄ qui a été le premier à obtenir des formulesexpliites failement exploitables. L'un des aspets les plus intéressants de MSA est qu'ellegénéralise la théorie de Debye-Hükel ave un paramètre d'éran qui n'est plus κD mais Γ,que l'on obtient par les équations impliites [48℄ :
Γ =

[

πLB

∑

i

Ci

(
Zi − π

2∆
σ2

i Pn

1 + Γσi

)2
] 1

2 (2.23)ave
Pn =

1

Ω

∑

k

CkσkZk

1 + Γσk

, (2.24)
Ω = 1 +

π

2∆

∑

i

Ci
σ3

i

1 + Γσi

, (2.25)et
∆ = 1 − π

6

∑

i

Ciσ
3
i . (2.26)On remarque ainsi que 2Γ généralise κD. Le remplaement du paramètre d'érantage éle-trostatique vient du fait que l'on tient ompte expliitement de la taille des ions dansl'atmosphère ionique. Les formules des di�érentes grandeurs thermodynamiques sont alorsassez simples et formellement très prohes de elles de la théorie de Debye-Hükel. Parexemple l'équation d'état est

Posm

CtotkBT
= 1 − Γ3

3πCtot

− πLB

2Ctot

(
Pn

∆

)2 (2.27)ave
Ctot =

∑

i

Ci (2.28)Il onvient aussi d'ajouter à ette expression de la pression (osmotique) elle d'un mélangede sphères dures ave les mêmes diamètres et aux mêmes onentrations. Ce terme estprésent dans toutes les formules MSA des di�érentes grandeurs thermodynamiques (saufdans elle de l'énergie interne où il est stritement nul). Il vient du fait qu'on obtientes dernières par intégration sur la température ; le terme de sphères dures orrespondainsi au terme onstant. On l'a souvent oublié au tout début des aluls MSA, e quipeut donner des résultats inohérents [49, 50℄. Dans le modèle MSA, toutes les grandeursthermodynamiques sont don la somme d'un terme oulombien et d'un terme de sphèresdures.Dans le as où la taille des ions est assez prohe, les aluls sont grandement failités sil'on onsidère que dans e as Pn = 0. Cette approximation a été testée de nombreuses fois
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2.1. SOLUTIONS IONIQUES À l'ÉQUILIBRE EN SOLVANT CONTINU 31[51℄ et n'est plus valable que dans le as des életrolytes très dissymétriques (rapport 5 surles tailles par exemple). Un autre avantage est que dans e as, la fontion de orrélations'exprime elle-aussi sous la forme d'une somme de deux termes, l'un oulombien et l'autrede sphères dures.Visualisons les qualités et les défauts de MSA par rapport à d'autres théories pluspréises omme HNC sur des exemples. Considérons don deux életrolytes modèles, l'unde harges 1-1, l'autre de harges 2-2, à 25 oC, dans l'eau (ǫr = 78,3), ave les mêmestailles σ+ = 3 Å et σ− = 5 Å. La valeur du oe�ient osmotique φ = Posm

CtotkBT
pour uneonentration de 1 mol L−1 est donnée dans le tableau 2.1. HNC est ii notre modèle deréférene. Il donne en e�et [4℄ des résultats identiques aux simulations pour les életrolytes1-1 et extrêmement prohes pour les 2-2.életrolyte HNC (viriel) MSA (viriel) MSA (par l'énergie)1-1 1,064 1,011 1,0682-2 0,620 0,159 0,593Fig. 2.1 � Coe�ients osmotiques à 1 mol L−1 de deux modèles primitifs d'életrolytessymétriques où σ+ = 3 Å et σ− = 5 Å par diverses méthodes.La valeur HNC est alulée suivant l'équation du viriel [3℄ (qui donne la pression ommeune simple intégrale de la fontion de orrélation de paire). Les aluls MSA ont été réalisésde deux façons, soit par la formule du viriel, soit par la relation (2.27) obtenue à partir del'énergie, par intégration sur la température. Il ne faut pas s'étonner de pouvoir alulerune grandeur de deux façons sans obtenir le même résultat pour une même théorie. Ene�et, MSA (omme d'ailleurs les autres équations intégrales) n'est pas autoohérente ; en'est pas une solution exate de la physique statistique.On remarque ainsi que pour l'életrolyte 1-1, peu hargé, MSA est en très bon aordave HNC si on alule le oe�ient osmotique par l'énergie. Par l'équation du viriel,l'aord reste aeptable mais il est moins préis. Dans le as de l'életrolyte 2-2, MSAalulé par l'énergie donne une valeur enore assez préise. En revanhe le viriel sous-estimefortement φ. On retiendra don, omme on vient de le voir sur notre exemple, que MSAdonne des grandeurs thermodynamiques préises si elles sont alulées par l'intégration del'énergie. Ce sont es expressions que nous utiliserons pratiquement tout le long de notreétude.On peut préiser ette idée en regardant les fontions de orrélations de paires MSAqui orrespondent à nos deux exemples (�gure 2.2). Dans le as de l'életrolyte 1-1, onest en assez bon aord ave HNC, (qui est d'ailleurs quasiment identique à la valeurexate obtenue par les simulations [39℄). Néanmoins pour des distanes prohes du ontat,l'aord n'est pas très bon. En partiulier, MSA sous-estime l'attration au ontat, et , equi est peut être plus grave, elle donne des valeurs négatives pour g++(r) ! Ce omportementest plus marqué enore dans le as de l'életrolyte 2-2 enore plus hargé. En outre, le pidu g+−(r) au ontat n'est plus du tout en aord ave HNC. MSA n'est ainsi pas apable
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32 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUES
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Fig. 2.2 � Comparaison des fontions de orrélation de paire MSA /HNC pour les deuxéletrolytes modèles à 1 mol L−1.de traiter diretement l'assoiation életrostatique. En onlusion, la struture donnée parMSA n'est pas très bonne ; en revanhe, en intégrant es fontions de orrélations, onobtient des grandeurs thermodynamiques qui sont souvent en exellent aord ave desthéories plus préisesD'un point de vue expérimental, la solution MSA a été véri�ée sur de nombreux éle-trolytes en solution [52, 53℄. Elle est en très bon aord ave les expérienes pour les éle-trolytes dissoiés jusqu'à des onentrations élevées (1-2 mol L−1). Il faut parfois prendredes diamètres un peu plus grands que eux de Pauling en raison de la solvatation, et tenir
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2.1. SOLUTIONS IONIQUES À l'ÉQUILIBRE EN SOLVANT CONTINU 33ompte des orretions de référentiel MM-LR si elles sont importantes [54℄. En outre ilest possible de modi�er MSA de façon autoohérente pour obtenir la thermodynamiquedes solutions ioniques jusqu'à des onentrations très importantes [55, 56, 57℄. Ainsi, enonsidérant que la solvatation réduit linéairement la taille du ation ave la onentrationet que la onstante diéletrique de l'eau est aussi modi�ée, la théorie obtenue permet dedérire les életrolytes à l'équilibre pratiquement jusqu'à saturation, ave un nombre limitéde paramètres ajustables (trois).Pour des életrolytes hargés qui ne sont pas trop grands, MSA ne peut donner de bonsrésultats ar l'assoiation életrostatique apparaît. Il faut alors la orriger.Assoiation életrostatique. Appliation à la théorie MSASi l'életrolyte est fortement hargé ou si la onstante diéletrique du solvant est faibleles ions s'assoient par paires. Ce phénomène életrostatique, qui est mal dérit par MSA,peut être pris en ompte a posteriori par un modèle himique. Le système omprend alorstrois omposants : les deux ions libres et une nouvelle entité qui est la paire, dont laonentration est obtenue par une loi d'ation de masse. La onstante d'équilibre est alorsdonnée par di�érentes méthodes. On peut la mesurer expérimentalement, le plus souventpar des mesures de ondutivité (puisque la paire ne onduit pas) [7℄. On peut aussi laaluler théoriquement par di�érents modèles d'assoiation, le premier étant dû à Bjerrumen 1926 [6℄. En onsidérant la paire omme une sphère dure et en utilisant la MSA pour lemélange, on obtient une théorie satisfaisante puisqu'elle est à la fois en aord ave HNCqui prend en ompte l'assoiation, et ave les expérienes [58℄.Notons que l'on ne peut dé�nir la paire sans ambiguité. Onsager l'avait d'ailleurs bienpréisé lors d'un ongrès d'életrohimie à Montpellier en 1968 : � La distintion entre lesions libres et les paires assoiées dépend d'une onvention arbitraire. Le hoix de Bjerrumest bon, mais on peut toujours le modi�er. Dans une théorie omplète, il n'y aurait pasde problèmes ; e que l'on prendrait d'un oté se retrouverait de l'autre ave les mêmese�ets. �. Les onstantes d'assoiation sont don des valeurs qui dépendent toujours d'unmodèle.Pour aluler ette onstante, on se plae dans une limite in�niment diluée, puisque lese�ets de la onentration sont pris en ompte par les oe�ients d'ativité. La loi d'ationde masse dé�nit la onstante d'assoiation K :
K =

C3

C1C2

y. (2.29)Ii les indies 1, 2, 3 orrespondent respetivement au ation, à l'anion et à la paire. yest le rapport des oe�ients d'ativité. Si on modélise l'assoiation par un ritère sur lesdistanes, le rapport des onentrations est relié à la fontion de orrélation de paire entrel'anion et le ation g12(r) par
C3

C1C2
=
K

y
=

∫ +∞

0

g12(r)w(r)4πr2 dr (2.30)
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34 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESoù w(r) est une fontion qui dé�nit le ritère arbitraire de formation de la paire. Générale-ment, on prend w(r) = 1 pour r < R et w(r) = 0 pour r > R, e qui revient à dire que lapaire est assoiée si les ions sont à une distane inférieure à R. Plusieurs hoix peuvent êtrefaits pour R qui dé�nit la séparation entre les paires et les ions. En utilisant pour g12(r)la valeur obtenue par une théorie à la Debye-Hükel ave des orretions de taille, on peutainsi obtenir la valeur de K [6, 59℄ :
K =

∫ R

σ1+σ2
2

exp

(−Z1Z2LB

r

)

4πr2 dr (2.31)Dans le alul, la partie dure de g12(r) a fait apparaître la borne inférieure de l'intégrale,et la partie oulombienne s'est simpli�ée ave les oe�ients d'ativité des ions dans y. Onremarque que es simpli�ations donnent un g12(r) e�etif dans l'intégrale qui est simple-ment exp(−βV12(r)) = exp(−Z1Z2LB

r
) omme dans une solution diluée non oulombienne.On retrouve ainsi l'idée originelle de Bjerrum, ou de Manning pour les polyéletrolytes.Le modèle d'assoiation est ainsi entièrement déterminé par le hoix de R [6℄, Bjerrumayant pris la distane où l'intégrale du g(r) admet un point d'in�exion, e qui donne

R = Z1Z2LB/2. Fuoss a proposé de prendre plut�t R = 2/3(σ1 + σ2).Ebeling [60℄ a donné une théorie plus ohérente de l'assoiation. A basse densité, ledéveloppement limité du oe�ient osmotique est donné par
φ = 1 + A×

√
C +B × C (2.32)Le terme A en √

C est donné par la théorie de Debye-Hükel. L'idée d'Ebeling onsistealors a prendre pour la onstante d'assoiation la valeur qui donne la valeur exate pour
B par le modèle himique. On obtient alors pour un életrolyte symétrique (σ2 = σ1 et
Z1 = Z2)

K = 8πσ3
1

+∞∑

i=2

(l/σ)2i

2i!(2i− 3)!
(2.33)ave l = −Z1Z2LB. La valeur de la onstante d'assoiation d'Ebeling est en pratique trèsprohe de elle de Bjerrum.Cette dernière expression est partiulièrement intéressante. En e�et, MSA qui ne traitepas l'assoiation, est inapable de donner orretement les termes en C. A dilution in�-nie, seul le terme de Debye-Hükel est exat. MSA est en quelque sorte le premier termed'un développement limité en longueur de Bjerrum sur les g(r). Son avantage est de bientraiter la répulsion de sphères dures dans l'atmosphère ionique mais les interations éle-trostatiques sont linéarisées, omme dans la théorie de Debye-Hükel. Pour un domaineintermédiaire de onentrations où es termes en C rentrent en jeu, les résultats MSAne sont pas extrèmement préis. Pour de plus grandes onentrations le terme de sphèresdures est prédominant et MSA redevient très bon. En utilisant la onstante d'Ebeling, onobtient des termes en C exats e qui améliore MSA là où il fontionne mal.Conluons ette partie sur l'assoiation en ajoutant que des théories MSA plus satisfai-santes ont été proposées [61, 62, 63℄. Elles traitent l'attration életrostatique forte entre
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 35les paires en ajoutant au potentiel une interation de ollage, dépendant de la onstanted'assoiation. Le résultat, qui reste analytique, traite onvenablement la paire qui a ii laforme d'une � haltère �. Pour ela, il utilise l'équation d'Ornstein-Zernike modi�ée parWertheim.2.2 Approhe thermodynamique du transportLa thermodynamique onstitue l'approhe marosopique de la dynamique. Elle a per-mis d'édi�er une desription à la fois synthétique et élégante de nombreux résultats etobservations fort disparates à leur origine. A e titre, 'est elle qui est utilisée pour mo-déliser la plupart des expérienes. La première partie de ette setion, qui rappelle sonappliation dans le adre des solutions d'életrolytes [64℄, peut failement être passée enpremière leture. Dans la seonde, nous préisons quels sont exatement les oe�ientsde transport mesurés expérimentalement et que nous allons aluler. Nous verrons qu'ilssont tous reliés à l'approximation di�usive et que leur dé�nition repose sur la notion deréférentiel que nos théories devront don expliiter.2.2.1 Lois de onservation et oe�ients de transportÉquations de onservationTelle qu'elle a été formalisée, en partiulier par Onsager [65℄, la thermodynamique desphénomènes irréversibles permet de dé�nir rigoureusement les di�érents oe�ients detransport. Théorie marosopique, elle ne donne pas de méthode pour les aluler explii-tement. En outre, elle ne peut traiter que les réponses loales et instantanées : les résultatsne sont valables que si les fréquenes ω et les veteurs d'onde k sont su�samment grands.Le point de départ de la théorie est de postuler que le système peut toujours être onsi-déré à l'état d'équilibre thermodynamique loal [66℄. Elle suppose don que l'on peut dé�nirtoutes les variables thermodynamiques du système (température T (r), pression P (r), po-tentiels himiques µi(r)...) loalement (d'où la dépendane en r). Cela permet d'exprimerles diverses lois de onservation (appelées aussi équations de ontinuité) des di�érentesgrandeurs extensives (énergie, quantité de mouvement...). Ensuite à partir de la onser-vation de l'entropie, on peut en déduire, en imposant l'hypothèse d'une réponse linéaire,les �ux des di�érentes grandeurs. En�n, en reportant leur valeur dans les équations deontinuité, on est à même de prédire la dynamique du système. Appliquons ette méthodeaux életrolytes en solution [67℄.Équations de ontinuité des partiulesL'équation de onservation la plus importante est elle de la masse :
∂ρ

∂t
+ div(ρu) = 0 (2.34)
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36 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESave ρ la masse volumique loale (ρ = ρ(r, t)), t le temps, et u la vitesse d'ensemble despartiules qui est la moyenne de la vitesse de haque type de partiules, pondérée par leurmasse volumique respetive. Cette vitesse dé�nit le repère baryentrique, qui joue un r�leimportant dans l'ériture des lois de la dynamique.Toutes les équations de onservation seront, pour alléger les expressions, érites parrapport à la masse et à la vitesse d'entraînement Une partiule de type i admet ainsil'équation de onservation
∂ρi

∂t
+ div(ρiu + Ji) =

∑

α

Miνi,αJα (2.35)ave ρi la masse volumique de partiules i (ρ =
∑

i ρi). Ji est le �ux di�usif de masse despartiules i, et ρiu est le �ux onvetif. Le dernier terme représente la réation des partiulespar réations himiques. νi,α est ainsi le oe�ient st÷himétrique de la partiule i dansla réation himique α (positif si i est un produit et négatif sinon). Mi est la masse de i.On a ainsi
ρi = MiCi (2.36)e qui permet d'en déduire les équations de onservation des partiules sur leur onentra-tion Ci. Dans ette desription thermodynamique, le solvant est un onstituant omme unautre. Nous le représenterons onventionnellement par l'indie i = 0.On en déduit aisément l'équation de onservation de la harge

∂Q

∂t
+ div

(

Qu +
∑

i

Z∗i Ji

)

= 0 (2.37)ave Q la harge par unité de volume et Z∗i = Zie/Mi la harge massique des partiules detype i. Il n'y a pas de terme de réation ar haque réation himique α véri�e forémentla onservation de la harge.Équations de onservation méaniquesNous onsidérerons pour simpli�er que la solution est un milieu HLI (Homogène, Li-néaire et Isotrope), e qui est le as des solutions aqueuses. Les hamps életrique E etmagnétique B sont donnés par les équations de Maxwell






div E = Q
ǫ0ǫr

= Q
ǫ

rotE = −∂B
∂t

div B = 0

rotB = µ0µr

(
Jélec + ǫ0ǫr

∂E
∂t

)

(2.38)où Q et Jélec sont la harge et le �ux de harge assoiés aux harges libres ('est à dire auxions). Ainsi, Jélec est donné par
Jélec = Qu +

∑

i

Z∗i Ji. (2.39)
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 37Les onstantes diéletrique ǫr et magnétique µr sont des grandeurs d'équilibre qu'il estpossible de aluler expliitement par la physique statistique, dans le adre de la réponselinéaire [21℄.L'utilisation de la relation fondamentale de la dynamique permet d'obtenir la onser-vation de la quantité de mouvement
∂ρu

∂t
+ div

(
ρu ⊗ u + Π

)
=
∑

i

ρiZ
∗
i E + Jélec ∧ B +

∑

i

ρiFi (2.40)où ⊗ désigne le produit dyadique4 et ∧ le produit salaire. Π est le tenseur des ontraintesdé�ni par
df2→1 = −Π dS1→2 (2.42)où df2→1 est la fore de surfae loale, d'origine moléulaire, d'une partie 2 du �uide surune partie 1 quand 1 et 2 sont séparés par la surfae élémentaire dS orientée de 1 vers 25.Les relations de la dynamique permettent de montrer que Π est e�etivement un tenseuret qu'en outre il est symétrique. Il représente dans (2.40) le �ux di�usif de quantité demouvement. Fi est la fore massique sur les partiules de type i (en dehors du hampéletromagnétique).On peut en déduire l'expression de la onservation de l'énergie inétique ecin et del'énergie potentielle epot. L'énergie loale totale étant la somme de es deux termes et del'énergie interne6

etot = ecin + epot + eint, (2.43)on en déduit la onservation de l'énergie totale
∂ρetot
∂t

+ div

(

ρetotu + JQ +
E ∧ B

µ0µr

+
∑

i

ΦiJi + Πu

)

= 0 (2.44)et de l'énergie interne
∂ρeint

∂t
+ div (ρetotu + JQ) = −Π : gradu +

∑

i

Z∗i Ji(E + u ∧ B) +
∑

i

Ji.Fi (2.45)en érivant que le terme de réation d'énergie totale (terme de droite dans (2.44)) est nulen raison du 1er prinipe de la thermodynamique. Dans es équations, JQ est le �ux dedi�usion de la haleur, Φi est l'énergie potentielle par unité de masse de la fore Fi, et4Le produit dyadique de deux veteurs




x
y
z



⊗





u
v
w



 =





xu yu zu
xv yv zv
xw yw zw



 (2.41)dé�nit un tenseur de rang 2 (= matrie).5La onvention de signe est ii l'opposée de elle utilisée le plus souvent en méanique des �uides.6Il s'agit ii d'énergies massiques.
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38 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUES� : � dénote le produit salaire (omposante par omposante) de deux tenseurs de rang2. Ainsi, le terme de réation d'énergie interne est la somme de trois termes : le premierreprésente la dissipation visqueuse, le deuxième la dissipation des fores életromagnétiqueset le troisième elle des fores volumiques sur haque partiule, supposées ii onservatives.Équation de onservation de l'entropieEn utilisant l'égalité thermodynamique reliant la variation de l'énergie interne à ellede l'entropie sur une partiule de �uide en mouvement7, on en déduit l'équation de onser-vation de l'entropie massique s :
∂s

∂t
+ div(ρsu + JS) = σS. (2.46)Le �ux di�usif d'entropie JS est donné par

JS =
1

T

(

JQ −
∑

i

µ∗i Ji

) (2.47)où µ∗i est le potentiel himique � massique � donné8 par
µ∗i =

µi

Mi

. (2.48)Le terme de réation d'entropie σS permet de dé�nir les oe�ients de transport du sys-tème.Le terme de réation d'entropieIl vaut
σS = − 1

T
JS.gradT − 1

T

∑

i

Ji. (gradµ∗i − Z∗i (E + ui ∧B) − Fi)

− 1

T
Π
′
: gradu− 1

T

∑

α

JαGα (2.49)ave Π
′
= Π − P I le tenseur des ontraintes sans le pression, ui la vitesse de i dans lesréférentiel terrestre et Gα =

∑

i νi,αµ
∗
iMi = NA∆rGα l'enthalpie libre de la réation α. Lepremier terme représente la di�usion de la haleur, le seond la di�usion des partiulesen raison de l'inhomogénéité du système ou à ause de l'ation des fores extérieures,le troisième la di�usion hydrodynamique de la quantité de mouvement et le dernier lesdi�érentes réations himiques qui peuvent avoir lieu. Notons que ette expression fait7Il su�t d'appliquer l'égalité thermodynamique bien onnue dU = −PdV +TdS+

∑

i µidNi en prenantpour l'opérateur de di�érentiation la dérivée partiulaire D
Dt

= ∂
∂t

+ u.grad.8Dans l'équation (2.48), µi est le potentiel himique de la physique statistique en Joule par partiuleet non en Joule par mole.
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 39naturellement apparaître la notion de potentiel életrohimique µ̃∗i = µ∗i + Z∗i V ave Vle potentiel életrostatique. Pratiquement, dans le terme de réation d'entropie, le hampéletromagnétique a le même e�et qu'une fore par unité de volume onservatrie FEM
i =

Z∗i (E + ui ∧ B), mais ette équivalene n'est que formelle. Le hamp életromagnétiquen'étant pas onservatif, on est bien obligé de faire intervenir expliitement les équations deMaxwell dans la démonstration que nous venons de résumer.Le terme hydrodynamique peut être déomposé en deux parties d'ordre tensoriel di�é-rent :
Π
′
: gradu = Π div u + Π

′
0 : gradu0 (2.50)où Π = 1

3
TrΠ et l'indie 0 dénote la partie symétrique du tenseur moins le terme de trae.On a don par exemple gradu0 = graduS −div u I, ave graduS la partie symétrique de

gradu.Nous avons don déomposé le terme de réation d'entropie sous la forme d'une sommede trois termes, orrespondants à des produits salaires de trois rangs tensoriels di�érents(salaire, veteur et matrie) :
σS = σ′S + σ′′S + σ′′′S (2.51)ave 





σ′S = − 1
T
Π div u− 1

T

∑

α

JαGα

σ′′S = − 1
T
JS.gradT − 1

T

∑

i

Ji. (gradµ∗i − Z∗i E − Fi)

σ′′′S = − 1
T
Π
′
0 : gradu0

(2.52)e qui va nous permettre de dé�nir les di�érents oe�ients de transport. On a omis iil'ation du hamp magnétique en prenant B = 0. Nous ne nous intéresserons don qu'auxmilieux où elui-i est négligeable.Coe�ients phénoménologiquesLes équations (2.51) et (2.52) donnent don le terme de réation d'entropie sous laforme d'un produit salaire
σS =

∑

i,j

JiXj (2.53)Les Ji, appelés �ux, représentent les di�érents �ux di�usifs de la matière lorsque les fores(ou a�nités) Xi sont di�érents de 0. On peut postuler que omme physiquement les �uxsont dus aux fores, ils sont reliés par une relation de la forme
Ji = fi({Xj}) (2.54)Si les fores ne sont pas trop importantes, il est raisonnable de se plaer dans une approxi-mation linéaire en développant la relation préédente à l'ordre 1 en Xj . Les oe�ients
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40 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESd'ordre 0 sont nuls puisqu'il n'y a pas de �ux à l'équilibre thermodynamique où tous les
Xj sont nuls. On obtient ainsi

Ji =
∑

j

LijXj (2.55)dans l'approximation de réponse linéaire. Les Lij , appelés oe�ients phénoménologiquedé�nissent les di�érents oe�ients de transport du systèmeRemarquons que ette dé�nition des Lij suppose deux hypothèses bien distintes :� équilibre thermodynamique loal� réponse linéaire par rapport aux perturbationsLa première hypothèse est largement valable dans les solutions libres et on�nées si onne s'intéresse pas à des éhelles de temps et de distanes trop petites [68℄. Elle revient àl'approximation LDA (Loal Density Approximation) utilisée dans le adre de la théorie dela fontionnelle de la densité [69℄. Elle est obligatoire pour pouvoir dé�nir sans ambiguïtéune entropie thermodynamique loale.La seonde hypothèse permet de dé�nir les oe�ients de transport dans le adre de laréponse linéaire. Elle permet don de justi�er les éritures souvent phénoménologiques desdi�érentes lois marosopiques. On peut ainsi retrouver elles-i, à onditions qu'elles soientdes lois linéaires. Par exemple, dans le as de l'hydrodynamique, on ne pourra dérire quele omportement des �uides newtoniens. Cette seonde approximation est don bien moinsgénérale que la première. Elle n'est valable qu'au voisinage de l'équilibre. Pratiquementpourtant, on peut l'appliquer pour une large gamme de onditions expérimentales. Pour laondution de la haleur, les simulations [3℄ ont montré que la réponse était linéaire jusqu'àdes gradients de températures très élevés (109 K/m). Dans le adre des életrolytes, ellepeut être appliquée sans restrition pour presque tous les phénomènes de transport. Seul leas de la inétique himique est mal traité par ette hypothèse. Il néessite le plus souventde s'intéresser préisément au méanisme de la réation.Propriétés des oe�ients d'OnsagerLes Lij véri�ent un ertain nombre de propriétés que l'on peut expliiter. Il y a toutd'abord le seond prinipe. Le terme de réation d'entropie étant toujours positif (σS > 0),les égalités
{
Lii > 0

(Lij + Lji)
2

6 4LiiLjj
(2.56)sont vraies quels que soient i et j. On peut aussi remarquer que seul le terme symétriquede la matrie des Lij ontribue à la prodution d'entropie σS .Les onditions de symétrie du système permettent aussi d'obtenir ertaines propriétésintéressantes sur les Lij. Ainsi, dans le as des milieux isotropes une matrie de Lij reliantune fore Xj, veteur, à un �ux Ji, veteur, se réduit simplement à un salaire, la matrieétant proportionnelle à l'identité. La symétrie implique aussi des propriétés plus subtiles.On peut ainsi montrer que le prinipe de Curie permet de déoupler totalement les di�érentsordres tensoriels dans la réation d'entropie (2.52) pour les milieux isotropes. Pratiquement,ela signi�e que tous les Lij reliant des fores à des �ux d'ordre tensoriel di�érents sont
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 41nuls. Ainsi, une réation himique (dont l'ordre tensoriel dans σS est égal à 0) homogènene peut pas réer de �ux de haleur (ordre tensoriel égal à 1). En e�et la haleur di�useraitalors forément dans une diretion partiulière, e qui romprait l'isotropie du système.La symétrie temporelle permet d'obtenir les élèbres relations de réiproité d'Onsager9
Lij = Lji (2.58)valables pour tout ouple i, j. Elles traduisent la réversibilité mirosopique du système.Notons que es relations ne sont valables que si :� les Ji et Xi sont des vrais ouples onjugués, Il doivent don en partiulier apparaîtresous la forme JiXi dans l'expression de σS, sans préfateur. On parle de ouplesanoniques.� les Ji et Xi sont des �ux et des fores indépendants. Il ne doit pas y avoir de relationsliant les di�érents �ux ou les di�érentes fores entre eux. Cela peut poser un pro-blème ar par exemple les �ux de di�usion des partiules, dé�nis dans le référentielbaryentrique, sont liés entre eux. Il faut en prinipe se ramener dans un système oùles di�érents �ux et fores sont indépendants.En fait, ette dernière ondition est en pratique beauoup moins restritive. Plus préisé-ment, seul le as où les fores sont liées entre elles mais pas les �ux peut poser problème.En e�et, si les �ux sont liés entre eux mais pas les fores, les relations de réiproité sontaussi véri�ées. Si à la fois les fores et les �ux ne sont pas indépendants, les Lij ne sontpas dé�nis sans ambiguïté, mais on peut montrer alors qu'il existe un hoix judiieux de

Lij qui véri�e les relations de réiproité d'Onsager.Coe�ients de transport dans les as des solutions d'életrolytesLes propriétés préédentes de symétrie permettent de diminuer le nombre de oe�ientsd'Onsager pour arriver �nalement à l'expression générale des �ux en fontions des fores9Dans ertains as, par exemple ave un hamp magnétique extérieur, Casimir a montré que es relationss'érivaient plus généralement
Lij = ±Lji, (2.57)le signe étant négatif si les grandeurs mirosopiques assoiées aux �ux se hangeaient en leur opposé parrenversement du temps. Nous ne onsidérons pas de tel as ii.
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42 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESthermodynamiques






Π = −lvv
div u

T
−
∑

α

lvα
Gα

T

Jα = −lvα
div u

T
−
∑

β

lαβ
Gα

T

JS = −LSS
gradT

T
−
∑

i

−LSi

T i
(gradµ∗i − Z∗i E− Fi)

Ji = −LSi
gradT

T
−
∑

j

−Lij

T i

(
grad µ∗j − Z∗j E − Fj

)

Π
′
0

)

mn
= −L

T
gradu0

)

mn

(2.59)
en séparant les ontributions d'ordre tensoriel di�érent. Les deux premières égalités sa-laires donnent l'in�uene de la réation himique et de la ompressibilité de l'éoulement surla inétique des réations et l'hydrodynamique. Les deux suivantes, vetorielles exprimentla di�usion de haleur et de partiules (et les di�érents e�ets de ouplage). En�n la dernièreexpression, matriielle, exprime l'in�uene de l'éoulement sur l'hydrodynamique.En reportant es égalités dans les lois de onservation, on retrouve les di�érentes équa-tions utilisées pour modéliser marosopiquement les solutions d'életrolytes. Par exemple,si l'on néglige le terme de inétique himique sur l'hydrodynamique10, en notant

ζ =
lvv

T
et η =

L

2T
(2.60)le tenseur des ontraintes s'érit

Πmn =

(

P +

(
2

3
η − ζ

)

div u

)

δmn − η

(
∂um

∂xn
+
∂un

∂xm

) (2.61)ave m et n des indies orrespondants aux di�érentes diretions de l'espae. En reportantette expression dans l'équation de onservation de la quantité de mouvement, on obtientalors
ρ
∂u

∂t
+ ρ(u.grad)u =

−gradP + η∆u +
(η

3
+ ζ
)

grad div u +
∑

i

ρi (Z
∗
i E + Fi) (2.62)qui n'est rien d'autre que l'équation de Navier-Stokes. Pour établir ette expression, on aonsidéré que η et ζ ne variaient pas dans tout l'espae, e qui n'est vrai que si les grandeursthermodynamiques d'équilibre sont les mêmes partout. En pratique, ei reste valable aupremier ordre si les variations de es dernières sont petites, e qui est généralement le as.Remarquons que le seond prinipe implique diretement que les visosités dynamique ηet de volume ζ sont positifs.10Notons qu'il n'existe pas, à notre onnaissane, d'étude expliite, tant expérimentale que théorique deet e�et. Cela peut être dû au fait qu'il est nul si l'éoulement est inompressible, puisqu'alors div u = 0.
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 432.2.2 Limite di�usiveApproximation di�usiveDans e travail, nous ne nous sommes pas intéressés à tous les oe�ients de transport,mais seulement à eux qui, omme la ondutivité, sont reliés à la di�usion des partiules.On onsidérera don des systèmes où l'éoulement hydrodynamique est faible, a�n depouvoir négliger les termes en div u et gradu0 dans l'expression (2.51) et (2.52) du termede réation d'entropie. On supposera aussi que la température est uniforme et que toutesles réations himiques sont prohes de l'équilibre. Dans e as, on se plae dans le adrede l'approximation di�usive et σS est donné par
σS = − 1

T

∑

i

Ji. (gradµ∗i − Z∗i E − Fi) . (2.63)Comme les �ux sont liés entre eux par
∑

i

Ji = 0 (2.64)les relations de réiproité sont véri�ées. Les �ux des partiules s'érivent :
Ji =

∑

j

Lij

T

(
−gradµ∗j + Z∗j E + Fi

)
. (2.65)On peut remarquer que ette expression n'a de sens que si on est dans le as des mélangesave plus d'un onstituant, e qui est le as des solutions d'életrolytes. En e�et, pour unliquide pur, l'équation (2.65) n'apporte rien puisque l'on a simplement Ji = 0 pour le seulonstituant. Dans, e as il ne peut y avoir de phénomènes de di�usion. Si la onentrationd'un �uide simple n'est pas uniforme, il ne di�use pas mais il subit une détente dérite parl'équation de Navier-Stokes.Remarque importante : hangement de notationJusqu'à présent, omme nous nous intéressions au mouvement d'ensemble du systèmetoutes les grandeurs étaient massiques. Dans l'approximation di�usive, elui-i est négli-geable : on peut failement ne plus érire les équations pour des grandeurs massiques sansles alourdir. C'est e que nous ferons dorénavant. Aussi, le terme de réation d'entropies'érira désormais

σS = − 1

T

∑

i

Ji. (gradµi − ZieE− Fi) (2.66)où les �ux de partiules Ji ne sont plus des �ux massiques. La ondition (2.64) s'érit donmaintenant
∑

i

MiJi = 0. (2.67)
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44 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESDans la nouvelle expression du terme de réation d'entropie (2.66), µi est don le vraipotentiel himique du onstituant i (en Joule par partiule). Zie est la harge des partiulesde type i, ave e la harge élémentaire. Fi est une fore extérieure par partiule (Fnouveau
i =

MiF
ancien
i .De même, la nouvelle expression des �ux est

Ji =
∑

j

Lij

T
(−gradµj + ZjeE + Fi) . (2.68)Les nouveaux oe�ients phénoménologiques sont reliés aux aniens par

MiMjL
nouveau
ij = Lancien

ij (2.69)e qui fait que les nouvelles notations ne posent pas de problèmes partiuliers puisque lesrelations de réiproité sont véri�ées.Les di�érents types de transportCes expressions permettent de prédire les di�érents types de transport reliés à etteapproximation di�usive. Le �ux (2.68) d'une partiule i peut se réérire
Ji =

∑

j

Lij

T
(−gradPTµj − VigradP + ZjeE + Fi) . (2.70)ave

−gradPTµj =
∑

k

∂µi

∂Ck
gradCk. (2.71)Par onséquent, il y a trois façons de réer un mouvement des di�érents types de partiules.� Soit par la présene d'un gradient de onentrations gradPT pour au moins l'une desespèes. Il s'agit du phénomène de di�usion, le mouvement d'ensemble étant nul.� Soit par la présene d'un gradient de pression. Il s'agit alors de la poussée d'Arhi-mède. Dans nos solutions, nous n'avons pas à en tenir ompte. En e�et, le gradient depression qui est dû à la gravité est toujours pratiquement équilibré par la di�usion.� Soit par l'ajout d'une fore extérieure. Si 'est le hamp életrique, on parle de ondu-tivité (ou d'életrophorèse si la onentration n'est en plus pas uniforme, enore quee terme soit plut�t utilisé pour la tehnique de séparation). Si 'est le hamp degravitation ou un hamp d'entraînement, on parle alors de sédimentation.Ajoutons que dans le as des életrolytes qui ne sont pas lourds on peut toujours négligerl'e�et de la pesanteur et de la poussée d'Arhimède. En e�et ils n'interviennent que surdes distanes de l'ordre de kBT

m0
i gh

ave g la onstante de la pesanteur et m0
i la masse del'espèe i (orrigée de la poussée d'Arhimède) [70, 71, 72℄, e qui est largement supérieurau kilomètre pour nos ions. En revanhe, dans le as des olloïdes l'e�et existe bel et bien,même s'il a lieu sur des éhelles de temps très grandes, de l'ordre d'une entaine de jours[73℄.
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 45Les di�érents types de di�usionCas des milieux non hargésConsidérons pour ommener un mélange de deux onstituants (mélange binaire) nonhargés, dont la onentration de l'un des deux n'est pas uniforme [9℄. Si e onstituant estin�niment dilué, il ne perturbe pas la répartition uniforme de l'autre omposé pendant sadi�usion. On parle alors d'autodi�usion11.Si la onentration de e omposé n'est plus in�niment petite, le proessus est plusomplexe, ar l'inhomogénéité de onentration va aussi faire di�user l'autre onstituant.Ils di�usent ainsi simultanément. On parle alors de di�usion mutuelle (ou olletive ouinterdi�usion). Les oe�ients de di�usion assoiés à haun des deux omposés ne sonten e�et pas indépendants. Au paragraphe suivant, on montrera que, ompte tenu desonditions expérimentales, e sont les mêmes.S'il y a plus de deux onstituants, la di�usion est beauoup plus omplexe ar le systèmeadmet plusieurs modes di�usifs indépendants. Pour un mélange ternaire, il y a ainsi deuxmodes de di�usion. Mais on peut toujours parler d'autodi�usion si l'on regarde la di�usiond'un onstituant in�niment dilué.Cas des solutions d'életrolytesDans e as, le système est plus omplexe ar il admet toujours au moins trois onsti-tuants : le solvant, l'anion et le ation. Le as de l'autodi�usion ne pose en fait toujours pasde problème et on peut dé�nir sans ambiguïté les oe�ients d'autodi�usion de haunedes trois espèes.En revanhe, le proessus est totalement di�érent si l'on regarde la di�usion d'uneespèe qui n'est pas in�niment diluée. Une analyse en modes normaux [74, 75℄ montre qu'iln'y a qu'un seul mode de di�usion. En e�et l'anion et le ation sont solidement liés parleur attration életrique. Si leur onentration n'est pas homogène, pare que leur mobilitén'est pas la même, un hamp életrostatique très fort ralentit le plus rapide et aélère leplus lent. Les deux ions di�usent alors à la même vitesse. La di�érene vient que dans leas des életrolytes, la seule expression des �ux de partiules (2.68) et les équations deontinuité ne permettent pas de lore la mise en équations du système. Il manque en e�ettoujours la valeur de hamp életrique, que l'on obtient grâe aux équations de Maxwell(et en partiulier l'équation de Poisson). En résolvant le système omplet, on n'obtientqu'un seul mode de di�usion, bien qu'il y ait trois omposants. L'autre mode est le modede Debye qui ontr�le le retour à l'életroneutralité. Il est beauoup plus rapide qu'unproessus di�usif. Tout se passe don omme si les deux ions ne pouvaient se séparer. Enquelque sorte, il n'y a don que deux espèes : le solvant et l'életrolyte, sans que l'onpuisse séparer marosopiquement l'anion du ation. Le système se omporte don, au delàdu temps de Debye omme un mélange binaire neutre. On parle alors aussi de di�usionmutuelle.11Ce terme est en fait surtout utilisé quand le onstituant qui di�use est une moléule � marquée �de l'autre, par exemple en utilisant un traeur radioatif. Mais on l'utilise aussi par extension pour toutomposé in�niment dilué.
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46 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESS'il y a plus de deux espèes ioniques la di�usion redevient plus omplexe puisqu'il ya plus d'un mode di�usif. Mais le mode de Debye est toujours là et l'életroneutralité esttoujours véri�ée pendant le proessus.Référentiels et mesures expérimentales de la di�usionNotion de référentielL'approximation di�usive implique que les divers �ux de partiules sont liés entre eux.En fait la relation (2.67) n'est pas la seule envisageable. Dans la limite onsidérée, on peutdé�nir di�érents types de relations, qui permettront de faire le lien ave les expérienes ouave nos théories.Jusqu'à présent, on a toujours exprimé les �ux dans le référentiel baryentrique (ouréférentiel des masses) où les �ux des di�érentes espèes sont reliés par
∑

i

MiJ
M
i = 0. (2.72)L'exposant M indique que les �ux sont expliitement donnés dans e référentiel, qui est enquelque sorte elui qui apparaît naturellement dans la théorie thermodynamique des phé-nomènes irréversibles. On doit toujours l'utiliser si l'on veut regarder un éventuel ouplageave l'hydrodynamique, au delà de l'approximation di�usive.Pour relier la di�usion aux mesures expérimentales, il est pratique d'utiliser le référentielvolumique (ou des volumes), indexé par V où

∑

i

ViJ
V
i = 0 (2.73)ave Vi = ∂V/∂Ni (à T , P et Nj 6=i onstants) le volume partiel de i. Ce référentiel gardedon un �ux de volume nul partout. Il aura un grand r�le pour faire le lien ave l'expériene,puisque l'on peut onsidérer que pendant un proessus de di�usion expérimental, il n'y apas de variation de volume de la solution.Nos modélisations en solvant ontinu onduisent plut�t à s'intéresser au as où elui-iest immobile. On dé�nit ainsi le référentiel du solvant, indexé par S et dé�ni par

JS
0 = 0 (2.74)en rappelant que par onvention 0 est l'indie du solvant.Tous es référentiels sont en translation les uns par rapport aux autres. Ainsi le �ux del'espèe i pris dans le référentiel R2 s'obtient à partir de elui dans le référentiel R1 par

JR2
i = JR1

i + CiuR1→R2 (2.75)où uR1→R2 est la vitesse de passage de R1 à R2. On l'obtient failement en érivant la rela-tion de dé�nition du nouveau référentiel. Par exemple, la vitesse de passage d'un référentiel
R au référentiel baryentrique M est, ompte tenu de (2.72)

uR→M = −
∑

iMiJ
R
i

∑

iMiCi

. (2.76)
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 47Théorème de PrigogineCe théorème, démontré par Prigogine en 1947 [67℄ permet de dé�nir les oe�ientsphénoménologiques dans n'importe quel référentiel. On peut montrer que, dans l'approxi-mation di�usive, le terme de réation d'entropie s'érit, quel que soit le référentiel R sousla même forme (2.66), soit
σS = − 1

T

∑

i

JR
i . (gradµi − ZieE − Fi) . (2.77)Pour le démontrer, il su�t de se plaer au départ dans le référentiel baryentrique et defaire le hangement12 de référentiel.On peut don dé�nir les Lij dans n'importe quel référentiel. Les relations de réiproitésont toujours véri�ées. Dans haque référentiel R on dé�nit don des LR

ij par
JR

i =
∑

j

LR
ij

T
(−gradµj + ZjeE + Fi) . (2.79)Quelques propriétésLa ondutivité σ a une propriété très intéressante : elle est invariante par hangementde référentiel. On la dé�nit en disant que, pour un milieu homogène sous l'ation de E, le�ux de harge est

Jélec =
∑

i

ZieJi = σE (2.80)En utilisant (2.79), on en déduit
σ =

∑

i,j

ZiZje
2LR

ij

T
(2.81)Il se trouve que le �ux de harge reste le même si l'on hange de référentiel. En e�et, enpassant de R1 à R2, on a, en utilisant (2.75)

JR2
élec = JR1

élec +
∑

i

ZieCiuR1→R2 = JR1
élec (2.82)en raison de l'életroneutralité ∑i ZiCi = 0. On peut montrer que les oe�ients d'auto-di�usion véri�ent ette même propriété d'invariane par hangement de référentiel.L'une des formules les plus importantes onernant ette dernière propriété est la re-lation d'Einstein. Pour un omposé i in�niment dilué, sa mobilité ωi (qui est dé�nie en12Il faut utiliser en outre l'égalité

grad P =
∑

i

Ci(Fi + ZieE) (2.78)qui n'est que la relation d'hydrostatique donnée par Navier-Stokes.
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48 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESérivant que s'il subit une fore Fi son �ux est Ji = CiωiFi) est Li

TCi
(en se plaçant dansn'importe quel référentiel). Or omme son potentiel himique est µi = µ0

i + kBT lnCi, sonoe�ient d'autodi�usion Di, qui s'obtient en érivant que si sa onentration n'est pasuniforme, Ji = −DigradCi, est simplement LikB

Ci
. On obtient ainsi la relation d'Einstein

Di = ωikBT (2.83)Dans le as où la partiule est une grosse sphère solide de rayon R (omme un olloïde),en se plaçant dans le référentiel du solvant, on peut exprimer la mobilité sous une formehydrodynamique [76℄. On arrive ainsi à la relation de Stokes-Einstein
Di =

kBT

6πηR
. (2.84)Ces deux dernières relations ne sont valables que dans le as de l'autodi�usion.Conluons e paragraphe en nous intéressant à la di�usion mutuelle. Sur des éhellesde temps bien supérieures au temps de Debye, les deux ions di�usent simultanément. Lesystème est don omposé pratiquement de deux espèes, le solvant 0 et l'életrolyte 1, quivéri�ent les lois de di�usion13

{
JR

0 = −DR
0 gradC0

JR
1 = −DR

1 gradC1
(2.85)qui dépendent du référentiel R. La relation qui dé�nit R permet de préiser le lien entre

DR
1 et DR

2 . Par exemple pour le référentiel du solvant où J0 = 0, on a simplement
DS

0 = 0. (2.86)La di�usion est don en quelque sorte entièrement attribuée à l'életrolyte. Le as duréférentiel du entre de masse donne une relation un peu plus ompliquée [67℄. En revanhe,elle du référentiel volumique est très simple. À pression et à température onstante, on a
∑

i

VigradCi = 0. (2.87)En utilisant ette relation ave (2.85) et la dé�nition du référentiel volumique (2.73), onmontre ainsi que
DV

0 = DV
1 . (2.88)Dans le référentiel volumique, les oe�ients de di�usion du solvant et de l'életrolyte sontdon égaux.13On a enlevé l'in�uene du gradient de 1 sur le �ux de 0 et elle de gradient de 0 sur le �ux de 1ar les onentrations sont liées par (2.87) e qui fait que l'on peut toujours supprimer un gradient deonentration dans l'ériture des lois de di�usion de Fik. De même, pour une di�usion ternaire (à troisonstituants), les �ux de partiules peuvent toujours s'exprimer omme la somme de termes en gradientde deux partiules seulement.
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2.2. APPROCHE THERMODYNAMIQUE DU TRANSPORT 49Lien ave l'expérieneNous reprenons dans e paragraphe la démonstration de Kirkwood [77℄ pour montrerque lors des expérienes, on mesure les oe�ients de di�usion mutuelle dans le référentielvolumique, en la généralisant à trois dimensions.Le référentiel de la ellule expérimentale, que nous indexerons par la lettre C, n'est pasdé�ni omme préédemment par une ondition du type∑iAiJ
R
i = 0. Les �ux JC

i véri�enten e�et une ontrainte sur les onditions aux limites, puisque sur la surfae du réipient,tous les �ux de partiule doivent être nuls. Il est en translation ave les autres référentiels,mais la vitesse de passage dépend de la position dans l'espae et n'est pas la même partout.On peut ainsi érire
JC

i = JR
i + CiuR→C (2.89)pour passer d'un référentiel R quelonque à elui de la ellule. En utilisant les relations deontinuité

∂Ci

∂t
+ div JC

i = 0 (2.90)qui ne sont d'ailleurs valables que dans le référentiel de la ellule, si la température et lapression sont onstants dans le système14, on obtient
div uR→C =

∑

i

Vidiv JR
i . (2.92)Si les gradients de onentration sont faibles, en prenant pour R le référentiel volumique,on a alors

div JC
i = div JV

i . (2.93)Comme dans le référentiel volumique, pour tout onstituant i,
JV

i = −
∑

j

DV
ijgradCj, (2.94)on obtient �nalement le système d'équations à résoudre suivant :







∂Ci

∂t
−
∑

j

DV
ij∆Cj = 0

∑

j

DV
ijgradCj = 0 sur les parois de la cellule

(2.95)pour tout onstituant i. La ondition aux limites exprime simplement que JC
i = 0 sur lesparois. Notons qu'à trois dimensions e n'est pas pare que JV

i et JC
i ont la même divergenequ'ils sont forément égaux, mais ela est au moins vrai sur les parois du réipient.14On a alors

∑

i

VigradCi = 0 et
∑

i

Vi

∂Ci

∂t
= 0. (2.91)
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50 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESLes oe�ients de di�usion mesurés expérimentalement sont don eux du référentielvolumique, (dans l'hypothèse des faibles gradients de onentration, qui est d'ailleurs obli-gatoire pour onsidérer que les oe�ients de di�usion sont onstants). Nous verrons quenos aluls ne sont pas e�etués dans e référentiel. Une orretion devra don être priseen ompte.Dans le as de la di�usion mutuelle, on peut ainsi failement omprendre e qui sepasse pour l'ensemble des onstituants, puisque les oe�ients de di�usion de l'életrolyteet du solvant sont les mêmes. Quand un életrolyte di�use dans une solution pare quesa onentration n'est pas homogène, le solvant di�use dans l'autre sens, ave le mêmeoe�ient de di�usion.La dernière partie de e hapitre expliquera le prinipe du alul des di�érents o-e�ients de transport. Nous nous sommes foalisés ii sur l'approximation di�usive arles grandeurs alulables en solvant ontinu sont reliées à es Lij de di�usion. Les autresoe�ients de transport néessitent de prendre en onsidération expliitement le solvant15.2.3 Dynamique des solutions d'életrolytes : du solvantdisret au solvant ontinuSi la thermodynamique dé�nit les oe�ients de transport rigoureusement, e qui per-met de les mesurer, elle ne donne pas de méthode pour les aluler. Il faut pour elautiliser la physique statistique, qui, dans le as des életrolytes peut être appliquée à plu-sieurs niveaux de desription. L'approhe la plus préise, dérite dans la première partiede ette setion, est entièrement mirosopique, puisque le solvant est traité expliitement.Elle onstituera le point de départ de notre analyse en ouplage de modes de l'autodi�u-sion. La seonde desription se fait dans le adre d'une analyse en solvant ontinu. Nouspréiserons omment la théorie du mouvement brownien permet de retrouver la théoriesemi-phénoménologique de Fuoss-Onsager, utilisée à l'origine pour modéliser le transport.Le but de ette partie est ainsi de donner des équations simples qui serviront de point dedépart pour le alul des oe�ients de transport.2.3.1 Coe�ients de transport ioniques au niveau LiouvilleThéorie de la réponse linéaireL'évolution du système dans l'espae des phases quand tous les onstituants sont traitésmirosopiquement est l'équation de Liouville [3℄. A e niveau de desription, tous lesoe�ients de transport s'expriment par l'intermédiaire de formules dites de Kubo. Celles-i sont obtenues par une analyse mirosopique dans le adre de la réponse linéaire. Deuxapprohes di�érentes sont possibles.On peut tout d'abord utiliser les lois marosopiques de la setion préédente pourmodéliser les �utuations du �uide à l'équilibre [78, 79, 80℄. La méthode est ainsi très prohe15sauf pour la première orretion de la visosité en raine arrée de la onentration (alul deFalkenhagen-Onsager) [6℄
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 51de elle qu'Onsager a utilisée pour montrer les relations de réiproité. Les formules quel'on obtient pour les oe�ients de transport s'érivent alors omme des limites aux faiblesfréquenes et longueurs d'onde. Cela est ohérent ave le fait que la thermodynamiqueque l'on applique ii n'est valable que dans la limite hydrodynamique qui orrespond auxgrandes éhelles de temps et de distanes.L'autre méthode proposée par Kubo [81, 82℄, se fonde sur une analyse diretementmirosopique. C'est elle que nous allons utiliser. Elle permet de aluler les oe�ients detransport quand on perturbe le système par une fore extérieure. Son prinipe est rappelédans la �gure 2.3.
H0 + H’(t)H0

t8-Fig. 2.3 � Prinipe de la méthode de Kubo. En t = −∞, le système est équilibré dansl'ensemble anonique par l'hamiltonien d'équilibre H0. Ensuite on applique en plus unhamiltonien H′(t) et on regarde l'évolution du système donnée par l'équation de Liouville.On prend ii un hamiltonien d'évolution de la forme
H′(t) = A(q, p)F(t) (2.96)ave A(q, p) une variable dynamique. En linéarisant la fontion de distribution temporelleobtenue en résolvant l'équation de Liouville, on obtient la valeur moyenne de toute variabledynamique de B(q, p) en fontion du temps

〈∆B(t)〉 =

∫ +∞

0

βχAB(t− s)F(s) ds (2.97)ave ∆B(t) l'éart de B par rapport à l'équilibre obtenu en t = −∞ et χAB la fontion deréponse donnée par
χAB = −β〈B(t)Ȧ(t = 0)〉 (2.98)les moyennes étant réalisées sur l'hamiltonien d'équilibre H0 (�utuation ⇔ dissipation).Appliation aux oe�ients de transport assoiés à l'approximation di�usiveOn applique l'égalité préédente ave pour A

A = −
Ni∑

ki=1

xki
(2.99)et pour F(t)

F(t) = H(t)F0 (2.100)
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52 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESoù H(t) est la fontion de Heaviside. Cela signi�e que l'on applique une fore F0 onstantedans la diretion Ox de l'espae sur toutes les partiules de type i, pour des temps positifs.Cela va provoquer sur les partiules de type j un �ux Jj suivant Ox, e qui fait que l'onprend pour B
B =

1

V

Nj∑

kj=1

ẋkj
(2.101)ave V le volume du système.La formule (2.97) permet de aluler e �ux en fontion du temps. On obtient pour

t = +∞ le régime stationnaire
Jj =

β

V

∫ +∞

0

〈
Nj∑

kj=1

ẋkj
(s)

Ni∑

ki=1

ẋki

〉

dsF0. (2.102)Or la thermodynamique appliquée dans ette situation donne pour e �ux de partiulel'expression
Jj =

Lij

T
F0 (2.103)e qui fait que l'expression mirosopique du oe�ient phénoménologique est par identi-�ation

Lij =
1

3kBV

∫ +∞

0

〈
Nj∑

kj=1

vkj
(t).

Ni∑

ki=1

vki

〉

dt (2.104)ave vki
la vitesse de la partiule ki. On onstate que les relations de réiproité sontautomatiquement véri�ées.Séparation entre orrélations propre et distinteLa formule (2.104) permet de donner une justi�ation mirosopique du transport desions. Il est possible de pousser l'analyse un peu plus loin pour séparer e qui est dû autransport propre d'un ion ou e qui dépend du transport olletif. Pour ela, il y a deuxformalismes di�érents mais qui reviennent globalement au même. Hertz a tout d'abord[83, 84℄ proposé d'exprimer les grandeurs de transport en dé�nissant des oe�ients deorrélation roisés [85℄. Cela a permis en partiulier de tester expérimentalement la validitéde l'approhe thermodynamique. En e�et, dans le référentiel du solvant, dans le as d'unsimple életrolyte, il n'y a que trois Lij indépendants. Or on peut mesurer quatre oe�ientsde transport qui en dépendent : la ondutivité, les nombres de transport de l'anion et duation et le oe�ient de di�usion mutuelle16. Il existe don une relation entre es grandeursque l'on peut véri�er [86, 87℄.Nous préférons utiliser ii le formalisme de Friedman [88, 89℄ basé sur des études préa-lables de Raineri [90, 91, 92℄.16Les oe�ients d'autodi�usion ne dépendent pas de es Lij là ar il faut pour les dé�nir onsidérertrois espèes ioniques : les deux ions et le traeur.
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 53Coe�ients d'autodi�usion et oe�ients de di�usion distintsLa formule (2.104) qui donne le Lij orrèle les vitesses des partiules. Les orrélationspeuvent ainsi être soit entre la même partiule, soit entre deux partiules distintes (maisqui peuvent être du même type. Cette idée appliquée à (2.104) permet de déomposerl'expression en deux termes. On obtient en séparant les di�érentes moyennes
Lij = δij

Ci

kB

Ds
i +

CiCj

kB(Ci + Cj)
Dd

ij (2.105)où Ds
i est le oe�ient d'autodi�usion de l'espèe i donné par [3℄

Ds
i =

1

3

∫ +∞

0

〈vi(t).vi〉 dt. (2.106)et Dd
ij est le oe�ient de di�usion distint dé�ni par

Dd
ij =

1

3

∫ +∞

0

〈(Ni +Nj)vi(t).vj〉 dt. (2.107)Dans l'expression de Ds
i on regarde les orrélations de la même partiule i, dans elle de

Dd
ij il s'agit des orrélations de partiules distintes (mais qui peuvent être du même type).Le fateur Ni + Nj dans la dé�nition du oe�ient de di�usion distint permet d'assurerla onvergene des expressions à la limite thermodynamique.Il est possible de transformer par intégration es intégrales de orrélations des vitessesen limites d'éarts quadratiques moyens. Pour le oe�ient d'autodi�usion, on obtient [3℄

Ds
i = lim

t→∞

〈(ri(t) − ri(0))2〉
6t

. (2.108)Pour le oe�ient de di�usion distint, un alul similaire, valable dans le référentiel duentre de masse, donne
Dd

ij = lim
t→∞

〈(Ni +Nj) [ri(t) − ri(0)] [rj(t) − rj(0)]〉
6t

. (2.109)Dans le as d'un életrolyte simple, le transport des ions dépend ainsi de trois Lij quipeuvent se déomposer en deux Ds
i et trois Dd

ij.Ces expressions des Lij permettent de omprendre pourquoi les modèles en solvantontinu permettent de aluler les oe�ients de transport reliés à l'approximation di�u-sive. La raison est que l'expression mirosopique obtenue par la réponse linéaire ne faitapparaître que les degrés de liberté des ions.Problème de référentielLors de l'analyse préédente, nous ne nous sommes pas préoupés du référentiel, notionfondamentale pour interpréter les expérienes. Le oe�ient d'autodi�usion étant indépen-dant de elui-i, seul Dd
ij en dépend. En dynamique moléulaire, à haque instant, le entre
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54 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESde masse est immobile, si bien que les expressions préédentes le donnent dans le référentieldu entre de masse. Il n'y a don dans e as pas de problème.La dé�nition de Dd
ij dans un référentiel R est plus généralement [88℄
∫ +∞

0

〈(Ni +Nj)(vi(t) − wR(t))(vj − wR(0))〉 dt (2.110)ave wR(t) la vitesse du référentiel dé�nie par
wR(t) =

1
∑

i ai

∑

i

aivi(t) (2.111)la somme étant faite sur toutes les partiules. ai dé�nit le référentiel. Par exemple, pourelui du entre de masse, il s'agit simplement de la masse de la partiule. Pour elui dusolvant, ai = 1 si i est une partiule du solvant ou ai = 0 si i est un soluté.Au niveau d'une desription en solvant disret, la notion de référentiel est don expliite.Les relations entre les di�érents Lij (qui viennent du fait que les �ux sont liés par la relationde dé�nition du référentiel) se retrouvent tout naturellement grâe à (2.111) qui relie lesvitesses entre les partiules. Détail amusant, on peut montrer que es relations qui sontseulement valables a priori pour les intégrales des fontions de orrélation le sont aussi àtout instant [88℄ pour les fontions de orrélation elles-mêmes.On dit souvent que Dd
ij révèle la nature des interations entre i et j puisque si lespartiules i et j s'attirent Dd

ij > 0 alors que Dd
ij < 0 si elles se repoussent [83℄. Il onvienten fait d'être très prudent. Le signe de Dd

ij est aussi imposé par le hoix du référentiel.Pour que ette idée soit valable, il faut que tous les Dd
ij soient indépendants, e qui estseulement le as des oe�ients de di�usion ioniques dans le référentiel du solvant.2.3.2 Théorie de Fuoss-OnsagerHistoriquement, la première approhe pour modéliser le transport des ions par un mo-dèle de solvant ontinu a été proposée par Onsager et Fuoss [93℄ à partir des travauxoriginels de Debye et Hükel. Nous présentons ii les fondements de ette théorie de laréponse linéaire qui est à même de donner une desription de la dynamique en utilisant desthéories de l'équilibre plus modernes que elle utilisée à l'origine par Fuoss et Onsager17.Les fondements de ette théorie du transport distinguent, outre l'in�uene des oe�-ients d'ativité18, deux phénomènes prinipaux in�uençant le omportement dynamiquedes ions : l'e�et életrophorétique qui représente les interations hydrodynamiques entreles ions et l'e�et de relaxation d'origine életrostatique.17Il s'agissait évidemment de la théorie de Debye et Hükel.18On remarque leur e�et par exemple lors de la di�usion mutuelle. Mais il ne s'agit pas d'un e�etdynamique à proprement parler, puisqu'il ne hange pas les Lij , même s'il ontr�le la valeur de e oe�ientde transport.
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 55Interations hydrodynamiquesL'e�et életrophorétique provient de la fore hydrodynamique entre les partiules desoluté. Lors de son mouvement, un ion A entraîne ave lui les moléules de solvant. Cesillage des partiules de solvant modi�e alors le mouvement d'un ion B, puisqu'il n'est plusdans un �uide au repos (�gure 2.4).
A

B

v

Fig. 2.4 � Prinipe de l'e�et életrophorétique (ou interations hydrodynamiques entre lespartiules de solutés). L'ion A entraîne le solvant qui vient à son tour entraîner l'ion B.Traitement hydrodynamiqueLa modélisation se fait en utilisant l'équation de Navier-Stokes (2.62). Le nombre deReynolds de l'éoulement autour des partiules vLρ/η est très petit devant 1, ommeon peut s'en aperevoir en prenant pour L la taille des partiules et pour v leur vitessemoyenne donnée par la loi de Fik. L'équation de Navier-Stokes se réduit ainsi en l'équationde Stokes19 :
−gradP + η∆v + F = 0 (2.112)ave F la fore sur le solvant par unité de volume. La résolution est grandement simpli-�ée ar l'équation (2.112) est linéaire. On peut don additionner les sillages de toutes lespartiules.La prise en ompte des interations hydrodynamiques néessite don de onnaître l'éou-lement réé par une seule partiule. Pour nos aluls analytiques, nous utiliserons le tenseurd'Oseen.Tenseur d'OseenOutre la linéarité, l'autre grande propriété de l'équation de Stokes (2.112) est que letemps n'y apparaît pas expliitement. Le hamp de vitesse � n'a pas d'histoire �. Par19Le ritère sur le nombre de Reynolds implique que l'on peut enlever le terme non linéaire en (v.grad)v.Pour pouvoir aussi négliger le terme en ∂v

∂t
, il faut aussi que l'éhelle de temps soit simplement reliée àelle des vitesses et des distanes par T = L/v. Cela n'est pas exatement vrai pour les életrolytes quandon regarde des orrélations aux grandes distanes entre les partiules. Dans e as, il faudrait rajouter unterme de propagation en ∂v

∂t
. Mais omme loin des ions, la distribution est grossièrement homogène, lese�ets sont négligeables.
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56 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESonséquent, l'éoulement hydrodynamique réé par une partiule ne dépend plus que desoordonnées spatiales. Le as le plus simple est elui qui assimile la partiule à une distri-bution de Dira pour le alul du hamp de vitesse. Cela revient à aluler la fontion deGreen de l'équation de Stokes. On herhe don à résoudre le problème
{
η∆v − gradP = −f0δ(r)
div v = 0

(2.113)où f0 est la fore de la partiule située en r = 0 sur le �uide. En se plaçant dans l'espae deFourier, on peut résoudre e système d'équation qui redonne dans l'espae réel le hamphydrodynamique sous la forme






v = Tf0

avec T =
1

8πηr
(I + ur ⊗ ur)

soit v =
1

8πηr
(f0 + (ur.f0)ur)

(2.114)ave T le tenseur d'Oseen.L'avantage de elui-i est de ne rien présupposer sur les aratéristiques des partiules.Ainsi, il est suseptible d'être appliqué quelles que soient leur taille et leur forme. Parexemple, pour une partiule sphérique de rayon R, en prenant f0 = 6πηRv, on obtientpresque le hamp de vitesse donné par la résolution exate de l'équation de Stokes. Celui-ine donne en plus qu'un terme en 1/r3, négligeable à partir d'une distane de deux à trois foisla dimension d'une partiule. Pour les solutions très onentrées, il faut prendre en ompteexpliitement la taille des partiules, non seulement d'ailleurs pour elle qui rée le hampque pour les autres qui le reçoivent. On peut alors utiliser d'autres tenseurs omme eluide Rotne-Prager [94℄ dont la forme analytique assez omplexe se prête plus à la simulationqu'aux aluls analytiques. Dans es traitements des interations hydrodynamiques au delàde l'approximation d'Oseen, le rayon hydrodynamique des partiules, dé�ni par
Rhyd =

kBT

6πηD0
(2.115)ave D0 le oe�ient d'autodi�usion du soluté à dilution in�nie, est à prendre en ompte.Le tenseur d'Oseen le prend stritement égal à zéro.Dans nos aluls analytiques, nous modéliserons les interations hydrodynamiques pare tenseur d'Oseen qui donne le bon omportement pour les grandes distanes. Cetteméthode est plus rigoureuse et générale que elle utilisée originellement par Onsager [95℄,tout en lui étant équivalente aux faibles onentrations.E�et de relaxationL'e�et de relaxation életrostatique rend ompte de la déformation de l'atmosphèreionique. Lors du transport, l'équilibre est en e�et perturbé par le réarrangement de elle-i. Cela induit une fore de retour à l'équilibre életrique (�gure 2.5).
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 57
relaxF

équilibre non-équilibre

Fig. 2.5 � Prinipe de l'e�et de relaxation. A l'équilibre, autour d'un ion, l'atmosphèreionique (de signe globalement opposé) est sphérique. La fore résultante est don nulleen moyenne. En revanhe, dans une situation de non-équilibre, le mouvement des ionsperturbe ette symétrie de l'atmosphère ionique. Cela induit alors la fore de relaxation.Équation de Fuoss-OnsagerLa relaxation qui traduit une déformation du g(r) lors du transport est ainsi par prin-ipe un e�et à deux orps. Pour le modéliser, il onvient don d'utiliser les fontions dedistribution à deux partiules dépendant du temps fij(r1, r2, t). Le alul de Fuoss-Onsagerest fondé sur l'utilisation de l'équation de ontinuité de fij qui s'érit [96℄
∂fij

∂t
+ div1 fijvij + div2 fijvji = 0 (2.116)ave vij = vij(r1, r2, t) la vitesse moyenne des ions i en r1 quand il y a un ion j en r2. fijest normalisé par

∫ ∫

dr1dr2fij(r1, r2, t) = Ni(Nj − δij). (2.117)C'est don simplement la moyenne thermodynamique20
fij(r1, r2, t) =

〈
∑

ki

∑

kj 6=ki

δ(r1 − rki
)δ(r2 − rkj

)

〉

. (2.118)En dérivant ette formule, on peut rapidement retrouver (2.116). fij peut être déomposéesuivant
fij(r1, r2, t) = Ci(r1, t)Cj(r2, t)gij(r1, r2, t) (2.119)de telle sorte que fij généralise dans le as du non équilibre la fontion de orrélation depaires. Pour un milieu homogène, gij(r1, r2, t) = gij(‖r2 − r1‖, t) = gij(r, t).20Le produit de distributions de Dira, mathématiquement douteux, ne pose ii pas de problème arelles ne s'appliquent pas sur les mêmes espaes. L'un se rapporte en e�et à la position de la partiule 1 etl'autre à elle de 2.
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58 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESCette équation de onservation néessite de onnaître les vij . Ces derniers sont donnéspar l'équation suivante, à l'origine semi-phénoménologique et qui peut être démontrée plusrigoureusement à partir de l'équation de Smoluhowski21 :
vij = v

hyd
ij + ω0

i (Kij − kBT ln fij) (2.120)ave v
hyd
ij la vitesse du solvant là où se trouve i qui n'est pas nulle en raison des interationshydrodynamiques et ω0

i = D0
i /kBT la mobilité de i à dilution in�nie. Le terme en ln fijqui représente la fore de di�usion avait été oublié au début par Debye et Hükel. Il a étéintroduit par Onsager. La fore de relaxation Kij sur l'ion i au voisinage de l'ion j s'érit

Kij = Ki
ext − grad1Vij −

∑

k

Ck

∫

gradVikgik(r1, r3) dr3 (2.121)ave Vij le potentiel d'interation entre les partiules de type i et j (moyenné sur le solvant)et Ki
ext la fore extérieure sur les partiules qui dépend de la situation physique. Parexemple, dans le as de la ondutivité, il s'agit simplement de la fore életrostatique

Ki
ext = ZieE0 ave E0 le hamp extérieur appliqué au système.Méthode de résolutionPour obtenir les oe�ients de transport, on se plae en milieu homogène dans le adrede la réponse linéaire en érivant

gij(r, t) = 1 + h0
ij(r) + h′ij(r, t). (2.122)

1 + h0
ij(r) représente la fontion de distribution à l'équilibre et h′ij(r, t) la partie perturbée.On peut alors résoudre l'équation de Fuoss-Onsager pour les di�érents oe�ients detransport, en se plaçant en régime stationnaire. Pour l'autodi�usion, on alule en fait lamobilité d'un traeur in�niment dilué, puis on utilise (2.83).Lois limitesEn résolvant les équations préédentes, Onsager et Fuoss ont pu obtenir les lois d'évo-lution en fontion de la onentration pour les di�érents oe�ients de transport reliésà l'approximation di�usive [93, 97℄. Ils ont utilisé dans es premiers aluls la théorie deDebye-Hükel, e qui fait que les résultats ne pouvaient être appliqués qu'aux très faiblesonentrations.Les premièrs éarts à la valeur à dilution in�nie, qu'on appele lois limites d'Onsagersont en raine arrée de la onentration. Il est intéressant de résumer l'ation des di�érentse�ets sur les lois limites assoiées à haque oe�ient de transport (tableau 2.6).On peut omprendre assez bien que l'e�et életrophorétique ne modi�e pas le oe�ientd'autodi�usion puisque seul le traeur bouge lors du proessus. Les autres partiules n'ont21Voir la setion suivante.
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 59e�et autodi�. Ds di�. mutuelle Dm ondu. équivalente Λinter. hydrodynamiques pas d'in�uene diminue Dm diminue Λe�et de relaxation diminue Ds pas d'in�uene diminue Λoe�. d'ativité pas d'in�uene diminue Dm pas d'in�ueneFig. 2.6 � Tableau résumant l'in�uene des trois e�ets sur les lois limites des di�érentsoe�ients de transport. En fait, pour un életrolyte symétrique, l'e�et des interationshydrodynamiques sur le oe�ient de di�usion mutuelle s'annulle.don en moyenne pas de sillage. De même la relaxation n'in�uene pas la di�usion mutuellepare que les deux ions di�usent simultanément, tant et si bien que l'atmosphère ioniquen'est pas déformée. Il onvient de bien noter que ei n'est valable que pour les lois limites.A plus haute onentration, rien ne permet de dire a priori que es omportements sontonservés. Par exemple, les interations hydrodynamiques tendent à augmenter légèrementle oe�ient d'autodi�usion à hautes onentrations. En revanhe, les oe�ients d'ativiténe peuvent in�uener ni la ondutivité ni l'autodi�usion, par dé�nition.Méthodes modernes de alul des oe�ients de transportOnsager a ainsi permis de aluler le transport des ions pour des onentrations trèsfaibles. Depuis es travaux fondateurs, plusieurs tentatives pour étendre es lois été menées.Approhe MSA-Fuoss-OnsagerBernard et al. ont repris l'équation de Fuoss-Onsager pour dérire le transport, enutilisant dans le alul des théories d'équilibre plus modernes. Cela a permis d'obtenirl'autodi�usion [98℄ et la ondutivité d'életrolytes dissoiés [99℄ et assoiés [100, 101℄.Le as de phénomènes non-stationnaires omme l'aoustophorèse [102℄ a aussi été étudié.L'utilisation des fontions de orrélation MSA amène des formules analytiques qui se sontrévélées être en exellent aord, à la fois ave les simulations de dynamique brownienne[39℄ et ave les expérienes, jusqu'à des onentrations molaires.Pour la ondutivité, l'équation de Fuoss-Onsager à résoudre est de la forme
∆h′ij − κ2

qh
′
ij =

ZjeD
0
j − ZieD

0
i

kBT (D0
i +D0

j )
E.gradh′ij (2.123)où

κ2
q = 4πLB

Cie
2Z2

i D
0
i + Cje

2Z2
jD

0
j

D0
i +D0

j

. (2.124)La ondutivité équivalente Λ = λ1 + λ2 s'obtient grâe à
λi = λ0

i (1 + δhyd)(1 + δrelax). (2.125)
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60 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESExpliitons ette formule en rayon moyen, 'est à dire quand les deux ions de l'életrolyteont le même diamètre σ. Le terme de relaxation δrelax, obtenu par l'équation de Fuoss-Onsager vaut ainsi
δrelax = − κ2

qLB|ZiZj |
6σ(1 + Γσ)2

× (1 − e−2κqσ)

κ2
q + 2Γκq + 2Γ2(1 − e−κqσ)

(2.126)tandis que le terme d'interations hydrodynamiques s'érit
δhyd = − kBT

3πηD0
i

Γ

1 + Γσ
. (2.127)Dans la limite σ → 0 on retrouve la loi limite d'Onsager.Autres approhesD'autres méthodes de alul des oe�ients de transport ont été proposées. Les théo-ries du transport d'Altenberger et Friedman [24, 103, 104℄ se basent sur l'équation deSmoluhowski. Ils ont alulé les oe�ients de transport ave plusieurs types de poten-tiels d'interations, mais la méthode qui utilisait HNC pour l'équilibre restait numérique.D'autres traitements basés sur l'équation de Fokker-Plank [105℄ ont aussi permisd'améliorer es lois limites. En�n, les théories de ouplage de modes [106, 107℄ proposentune approhe réellement mirosopique. Malheureusement, elles-i n'étaient pas ohé-rentes ave les lois limites d'Onsager. Une partie de notre travail a don onsisté à proposerune théorie de ouplage de modes qui le soit.La plupart de es alternatives sont basées sur des équations du mouvement brownien.Celles-i onstituent le adre rigoureux des équations de Fuoss-Onsager et nous allonsmaintenant les examiner.2.3.3 Dynamique des ions par les théories du mouvement brow-nienNous avons déjà signalé dans l'introdution que les propriétés dynamiques des solu-tions sont dérites par les théories du mouvement brownien dès lors que l'on envisage lesolvant omme un milieu ontinu. Deux approhes sont possibles, selon l'éhelle de tempsà laquelle on regarde le phénomène. On distinguera ainsi les � niveaux � Fokker-Plank etSmoluhowski.Niveaux de desriptionsNiveau Fokker-PlankDans le adre du modèle de solvant ontinu, la dynamique des partiules browniennespeut être dérite dans l'espae des phases du soluté, par deux équations équivalentes :� soit par l'équation de Fokker-Plank, qui dérit l'évolution temporelle de la densitéde probabilité, dans l'espae des phases du soluté [108℄ ('est l'analogue de elle deLiouville au niveau mirosopique),
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 61� soit par l'équation de Langevin qui est l'équation du mouvement dans l'espae desphases du soluté ('est l'analogue de elle de Newton (ou des relations d'Hamilton)).Les simulations numériques dans le modèle du solvant ontinu s'appellent dynamique brow-nienne. Nous appellerons dynamique de Langevin la simulation numérique fondée sur l'inté-gration de l'équation de Langevin dans l'espae des phases du soluté [109℄. Il s'agit don del'équivalent de la dynamique moléulaire qui intègre numériquement l'équation de Newtonpour les simulations en solvant disret. Le problème de la dynamique de Langevin vientdu fait qu'elle ne peut pas intégrer failement les interations hydrodynamiques, qui sontpourtant fondamentales pour dérire la dynamique des solutions ioniques. De même, le pasd'intégration étant assez ourt, on a du mal à atteindre des trajetoires très longues (biensupérieures au temps de Debye), e qui est pourtant néessaire pour un alul préis desoe�ients de transport.Niveau SmoluhowskiUne autre approhe est possible pour dérire la dynamique des ions en solution, dansle as où l'on étudie le système sur des durées supérieures au temps inertiel des ions, 'està dire au temps de relaxation de leur vitesse, qui vaut
τvit = DionMion/kBT, (2.128)où Dion est le oe�ient de di�usion de l'ion et Mion est sa masse. En général, pour despetits ions, tel que l'ion hlorure, τvit est typiquement de l'ordre de 10−13 s. On peut alorsonsidérer que les vitesses relaxent instantanément et atteignent leur valeur stationnaire,pour laquelle la fore de frottement hydrodynamique équilibre la fore appliquée. Le mou-vement des solutés peut alors être dérit dans l'espae des on�gurations,� soit par une équation de type Fokker-Plank, appelée dans e as équation de Smo-luhowski, qui dérit l'évolution temporelle de la densité de probabilité dans l'espaedes on�gurations,� soit par une équation de type Langevin dans l'espae des on�gurations, 'est à direune équation di�érentielle stohastique pour les positions des partiules seulement.Cet algorithme de résolution, analogue à l'équation de Newton ou de Langevin a étéobtenu la première fois par Ermak [110℄.La desription de la solution au niveau Smoluhowski est souvent appelée approhe mé-sosopique. Elle est partiulièrement utilisée pour l'étude des suspensions olloïdales, dessolutions de polyéletrolytes et de polymères.Nous appellerons simplement dynamique brownienne la simulation numérique au ni-veau Smoluhowski, bien que ela puisse aussi englober les simulations de dynamique deLangevin. Le voabulaire utilisé ii est en fait assez arbitraire. Ainsi l'équation de Smolu-howski est une équation de Fokker-Plank et l'algorithme d'Ermak est une équation deLangevin, si on utilise la terminologie des théories des proessus stohastiques [108℄.Le tableau 2.7 résume les di�érents niveaux de desription possibles d'une solution, etles méthodes de simulation qui leur orrespondent.
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62 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESSolvant DISCRET Solvant CONTINU(traitement lassique) (MMillan-Mayer)Niveau mirosopique Niveau Fokker-Plank Niveau Smoluhowski
t > τvit

{rsolvant,psolvant, rsoluté,psoluté} {rsoluté,psoluté} {rsoluté}Eq. de Liouville Eq. de Fokker-Plank Eq. de SmoluhowskiEq. de Newton (traj.) Eq. de Langevin (traj.) Algo. d'Ermak (traj.)Dynamique moléulaire Dynamique de Langevin Dynamique brownienneFig. 2.7 � Niveaux de desription possibles d'une solution.Obtention des équations du mouvement brownienPlusieurs auteurs se sont interessés à l'obtention des équations du mouvement brow-nien, dans l'espae de phases du soluté, à partir de l'équation de Liouville. Par exemple,Murphy et Aguirre [111℄ ont montré que l'équation de Liouville se ramène à l'équationde Fokker-Plank qui ontient les interations hydrodynamiques entre les solutés, par l'in-termédiaire du tenseur de frition. D'autres auteurs [112℄ se sont servi de l'équation deLiouville pour obtenir elle de Langevin. L'équivalene entre les équations de Langevin etde Fokker-Plank se fait failement grâe à la théorie des proessus stohastiques [108℄ (parun développement de Kramers-Moyal).Pour passer du niveau Liouville au niveau Fokker-Plank, on peut aussi utiliser uneméthode d'opérateur-projetion à la Mori qui projette la desription mirosopique dusystème sur les variables du soluté [113℄. Ce formalisme a en fait une portée très généraledans la desription du transport. Il onstitue ainsi la base de la théorie mirosopique duouplage de modes que nous utiliserons.La rédution de l'équation de Fokker-Plank à elle de Smoluhowski a été proposéepar Murphy et Aguirre [111℄ ou par Wilemski [114℄. Ermak [110℄ a obtenu son algorithmeà partir de l'équation de Langevin. L'équivalene entre et algorithme et l'équation deSmoluhowski est un résultat diret de théorie des proessus stohastiques stritementanalogue au passage Fokker-Plank → Langevin.En résumé, es équations ont été rigoureusement démontrées si le soluté est très dilué,sans interations hydrodynamiques, mais beauoup plus mal si on veut les prendre enompte [113℄. On rappelle que le ritère fondamental pour appliquer es théories porte surla masse des solutés qui doit être bien plus grande que elle du solvant. Dans le as deséletrolytes, on ne peut le justi�er qu'en onsidérant le phénomène de solvatation omme
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 63il en a plus longuement été disuté dans l'introdution.Dynamique au niveau SmoluhowskiÉquation de SmoluhowskiSoit P({ri}, t) la densité de probabilité d'avoir la on�guration {ri} des positions dessolutés à l'instant t. La relation de onservation de P s'érit
∂P
∂t

+ divPU = 0 (2.129)ave
U =






U1...
UN




 (2.130)le veteur à 3N omposantes représentant les vitesses hydrodynamiques des N partiulesde soluté. La densité P({ri}, t) pourra être obtenue si l'on se donne une expression pour

U en fontion des fores appliquées sur les partiules. L'équation de Smoluhowski estobtenue en faisant le hoix [115, 116℄
U = βDF (2.131)où D = D({ri}, t) est le tenseur de di�usion des partiules de soluté qui exprime leursinterations hydrodynamiques. On dé�nit souvent le tenseur de mobilités µ = βD. D estobtenu par divers modèles, l'� ansatz � le plus simple onsiste à prendre le tenseur d'Oseen(à N partiules). F est le veteur orrespondant aux fores sur les partiules

F = Fext + Fint −
1

β
grad lnP (2.132)ave Fext la fore extérieure appliquée sur les partiules de soluté, qui est par exemplela fore életrique dans le as d'un expériene de ondutivité et Fint la fore subie parles partiules moyennée sur les on�gurations du solvant. Les relations (2.129), (2.131) et(2.132) onstituent l'équation de Smoluhowski pour un ensemble de points matériels. Siles solutés admettent des degrés de libertés internes de rotation, l'équation s'érit en faitpratiquement de la même façon.Les fores internes et externes appliquées sur les partiules sont supposées onservatives.Aussi F = −gradφ− 1

β
grad lnP. On remarque alors que la distribution anonique

P = Ae−βφ (2.133)est une solution stationnaire de l'équation de Smoluhowski. L'équilibre du système estdon simplement donné par la thermodynamique dans l'ensemble anonique. Il n'est pasin�uené par les interations hydrodynamiques représentées par D.
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64 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUESOn peut préiser l'ériture de ette équation en détaillant la matrie de di�usion. Dest en fait onstituée de N2 sous matries Dij 3 × 3 orrespondant à l'ation de la forede j sur le mouvement de i transmise par l'éoulement hydrodynamique. Pour avoir laforme exate de D, il faudrait résoudre exatement l'équation de Stokes pour le systèmedes N partiules ; il est ainsi tehniquement extrêmement di�ile de satisfaire toutes lesonditions aux limites. Nous prendrons l'approximation suivante, valable si les partiulessont su�samment diluées :
D

0

ij = δijD
0
i I + kBTTij (2.134)où D0

i est le oe�ient d'autodi�usion de i à dilution in�nie et Tij est le tenseur d'inter-ations hydrodynamiques de j sur i. On peut prendre par exemple le tenseur d'Oseen
Tij =

1

8πηrij

(

I +
rij ⊗ rij

r2
ij

) (2.135)ou le tenseur de Rotne-Prager [94℄. L'expression (2.134) ontient en quelque sorte les termesà 1 et 2 orps d'un développement des interations hydrodynamiques qui peut être alulé àdes ordres plus élevés. Ainsi Mazur et Van Saarlos [117℄ ont pris en ompte des interationsà trois et quatre orps. Si les partiules se rapprohent, le alul hydrodynamique exatdevient beauoup plus ompliqué et admet toujours une part de résolution numérique [118℄.De toute façon, il n'apparaît pas légitime de l'appliquer dans nos solutions d'életrolytes.On peut préiser le as où l'on enlève les interations hydrodynamiques. Cela revient àprendre une matrie de di�usion purement diagonale
Dij = δijD

0
i I. (2.136)Algorithme d'ErmakPrenons l'équation de Smoluhowski dans un as très simple, elui d'une partiule subis-sant l'ation d'une fore extérieure F0 dans un mouvement à une dimension x. L'équationde Smoluhowski devient alors une équation de sédimentation

∂P
∂t

+ βDF0
∂P
∂x

−D
∂2P
∂x2

= 0. (2.137)Si l'on onsidère une partiule exatement située en x = 0 à l'instant initial t = 0, lafontion de distribution solution de ette équation sera au début une distribution de Dira
P(x, t = 0) = δ(x) (2.138)mais ne le sera plus aux instants suivant :

P(x, t) =
1

2
√
πDt

exp

(

−(x− βDF0t)
2

4Dt

)

. (2.139)En quelque sorte, le terme de di�usion fait élater la partiule : si on est sûr de sa position à
t = 0, on ne l'est plus à t. Il n'est don plus possible de parler de trajetoire. L'équation de
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 65Smoluhowski est ainsi stohastique ; le mouvement des partiules est un proessus aléatoire[108℄ dérit par une équation de type Langevin.Celle-i a été obtenue originellement par Ermak [110℄ à partir de l'équation de Liouvilleen regardant sur des éhelles de temps bien plus grandes que elles du soluté. La théoriedes proessus stohastiques permet de retrouver et algorithme d'Ermak de façon plusrigoureuse diretement à partir de l'équation de Smoluhowski.Pour ela, il faut réérire l'équation de Smoluhowski sous la forme d'une équation detype Fokker-Plank. En notant qi les di�érentes oordonnées des partiules (désormais iprend 3N valeurs), des aluls direts permettent d'érire l'équation de Smoluhowski sousla forme
∂P
∂t

+
∑

i

∂

∂qi
aiP − 1

2

∑

i

∑

j

∂

∂qi

∂

∂qj
bijP = 0 (2.140)qui n'est rien d'autre que la dé�nition d'une équation de type Fokker-Plank. Dans notreas 





ai =
∑

j

(

βDijFj +
∂Dij

∂qj

)

bij = 2Dij

(2.141)Pour que (2.140) soit exatement une équation de type Fokker-Plank, il faut en fait aussique la matrieD soit symétrique dé�nie positive. Cette propriété est physiquement toujoursvéri�ée pour nos solutions, ar elle traduit le fait que la dissipation de l'éoulement dusolvant sur les partiules est toujours positive. Par onstrution, le tenseur de Rotne-Pragervéri�e ette propriété [94℄, mais e n'est pas toujours le as du tenseur d'Oseen.En utilisant un développement de Kramers-Moyal [108℄, on montre qu'une équationde type Fokker-Plank est équivalente à tout un ensemble d'équations de type Langevinparamétrées par α (0 6 α 6 1) qui sont dans notre as
dqi
dt

=
∑

j

(

βDijFj + (1 − α)
∂Dij

∂qj

)

+
∑

j

√

2D ijηj(t) (2.142)ave� ηj des bruits blans gaussiens� une règle de leture α pour (2.142).Cette règle de leture vient du fait que l'équation (2.142) est mathématiquement maldé�nie. En e�et, si on essaye de aluler expliitement qi par intégration entre t et t+ ∆tplusieurs résultats sont possibles. On ne sait en e�et pas quand on doit aluler le termede bruits blans gaussiens. Doit-t-on le faire en t (dans e as α = 0) ? ou en t+ ∆t (danse as α = 1) ? ou au milieu (dans e as 0 < α < 1) ? Tous les hoix de α sont en faitpossibles. Si on enlève le terme en α dans (2.142), e que l'on fait le plus souvent, haquehoix orrespond à une équation de type Fokker-Plank di�érente. Dans nos aluls dedynamique brownienne, nous prendrons le hoix d'It� α = 0 pour garder un algorithmeexpliite. Dans e as (2.142) se ramène à l'algorithme d'Ermak. On pourrait faire le hoixde Stratonovith α = 1/2, ou enore α = 1 e qui enlèverait le terme en ∂Dij

∂qj
dans l'équation
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66 CHAPITRE 2. DESCRIPTION DES SOLUTIONS IONIQUES(2.142)22. Il onvient don de se rappeler que l'utilisation de elle-i est dangereuse. Leslois du alul di�érentiel ne sont en prinipe pas appliables pour une équation de typeLangevin23.Théorie de la réponse linéaire au niveau SmoluhowskiFelderhof et Jones ont élaboré une théorie de la réponse linéaire pour l'équation deSmoluhowski stritement analogue à elle de Kubo [115℄. Elle permet d'en déduire lesformules à la Kubo des di�érents oe�ients de transport. On obtient pour le oe�ientd'autodi�usion [39℄
Ds

i =
1

3

[

tr 〈Dii〉 −
∫ +∞

0

〈Ui(t).Ui(0)〉 dt

] (2.143)et pour la ondutivité spéi�que σ
σ =

1

3kBTV

[

〈
∑

i

∑

j

ZiZje
2trDij〉 −

∫ +∞

0

〈
∑

i

ZieUi(t).
∑

j

ZjeUi(0)〉 dt

]

. (2.144)Dans es deux formules, le premier terme orrespond aux interations hydrodynamiques,alors que le seond rend ompte de la relaxation (éventuellement ouplée à l'hydrodyna-mique).Cette théorie ne prend pas en ompte expliitement la notion de référentiel. Les formulespréédentes sont aeptables ar les grandeurs assoiées n'en dépendent pas, mais pour ladi�usion mutuelle il nous faudra généraliser la théorie de la réponse linéaire au niveauSmoluhowski pour en tenir ompte. Il s'agira de résoudre un problème fondamental trèsgénéral. Nous devrons déterminer quel est exatement le référentiel utilisé dans l'équationde Smoluhowski, a�n de pouvoir omparer nos aluls aux expérienes de façon ohérente.Fuoss-Onsager retrouvéEbeling [116℄ a montré que l'approhe semi phénoménologique de Fuoss-Onsager déou-lait en fait diretement de l'équation de Smoluhowski. Il est en e�et possible de déduirede elle-i toute une hiérarhie d'équations analogue à la hiérarhie BBGKY dans le as del'équation de Liouville. On peut ainsi obtenir une équation dérivant l'évolution de la fon-tion de distribution à n orps fn en termes des fontions de distribution d'ordre supérieur
fn+1, fn+2...Le as de la deuxième étape de ette hiérarhie est partiulièrement intéressant [119℄.En déouplant les orrélations à trois et quatre orps par des formules du type

fijk(r1, r2, r3) =
fik(r1, r3)fjk(r2, r3)

Ck(r3)
(2.145)22Ce terme ne nous gène en fait pas ar il est nul dans le as d'un �uide inompressible.23Dans la première édition de [108℄, Van Kampen va même jusqu'à appeler l'équation de Langevin une� équation vide de sens � !
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2.3. DYNAMIQUE : DU SOLVANT DISCRET AU SOLVANT CONTINU 67valables si la solution est su�samment diluée, on peut retrouver l'équation de Fuoss-Onsager. Nous allons utiliser ette hiérarhie d'équations pour aluler le oe�ient dedi�usion mutuelle.
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69
Chapitre 3Di�usion mutuelle d'életrolytesdissoiés
Sommaire3.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 693.2 Théorie brownienne des életrolytes . . . . . . . . . . . . . . . 733.3 Référentiel théorique et référentiel expérimental . . . . . . . . 783.4 Calul du oe�ient de di�usion mutuelle . . . . . . . . . . . 823.5 Expressions analytiques des grandeurs obtenues par MSA . . 863.6 Résultats et disussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 903.7 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 963.8 Appendie : orretion életrophorétique du seond ordre . . 96Nous proposons dans e hapitre une théorie de la di�usion mutuelle pour des éle-trolytes dissoiés, symétriques ou dissymétriques. La ombinaison de l'équation de Smo-luhowski pour les propriétés dynamiques et de la théorie MSA pour l'équilibre permetd'obtenir des formules analytiques simples. Le but prinipal est d'obtenir une théorie va-lable jusqu'à des onentrations importantes (1-2 mol L−1) en tenant ompte expliitementdes problèmes de référentiel. Nous nous sommes intéressés aussi à l'autoohérene du mo-dèle primitif en herhant à savoir si e modèle de sphères dures hargées pouvait dériresimultanément les di�érentes propriétés dynamiques et d'équilibre du système.3.1 IntrodutionComme nous l'avons déjà rappelé, la di�usion mutuelle d'un életrolyte est, à la dif-férene de l'autodi�usion, une di�usion olletive de tous les ions. En e�et, l'ion le plusmobile, qui a tendane à di�user plus rapidement que l'autre ne peut le faire réellement, aril réerait ainsi une séparation de harge marosopique qui n'apparaît pas expérimentale-ment. Le hamp életrique mirosopique le ralentit, tout en aélérant l'ion le plus lent. Le
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70 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSmouvement général de tous les ions, dans un gradient de onentration de l'életrolyte estdon ontr�lé par l'életroneutralité, e qui donne un seul oe�ient de di�usion, appeléoe�ient de di�usion mutuelle (ou olletive, ou himique) de l'életrolyte et qui sera noté
Dm.Comparée aux autres oe�ients de transport, dont le traitement a été onsidérable-ment amélioré depuis Onsager [93℄, la di�usion mutuelle a été beauoup moins étudiée,pour des raisons à la fois théoriques et expérimentales.3.1.1 Théories mirosopiques et phénoménologiques de la di�u-sionA dilution in�nie, le oe�ient de di�usion mutuelle est donné par la formule de Nernst-Hartley [7, 120℄

DNH
m =

Z2D
0
2D

0
1 − Z1D

0
1D

0
2

Z2D0
2 − Z1D0

1

(3.1)ave Zie et D0
i la harge et le oe�ient d'autodi�usion à dilution in�nie de l'ion i. Danse as, Dm est en quelque sorte la moyenne des oe�ients d'autodi�usion des deux ionspondérée par leur ondutivité respetive.Pour des onentrations faibles, l'expression mirosopique la plus utilisée reste elle deFuoss et Onsager [7, 121℄ :

Dm = (DNH
m + ∆1 + ∆2)

(

1 + C
d ln y

dC

) (3.2)ave y et C respetivement le oe�ient d'ativité et la onentration de l'életrolyte. ∆1est un terme représentant l'e�et életrophorétique. Son alul est basé sur la fontion deorrélation de paires de Debye-Hükel. Malheureusement, pour des életrolytes symétriquese terme du premier ordre est petit de telle sorte qu'un terme du seond ordre ∆2 doitêtre ajouté. On onstate que ette expression omporte seulement des termes d'ativité etd'interations hydrodynamiques. Même si le relaxation n'est pas prise en ompte, e n'estpas un fateur limitant ; elle n'a pas d'e�et sur la loi limite et on peut montrer qu'elle restenégligeable à plus haute onentration [122℄.Plusieurs méthodes ont été proposées pour améliorer ette expression. La plus simpleest de modi�er le terme d'ativité [120℄. Mais ela ne su�t pas en pratique, puisque lerésultat obtenu donne des valeurs beauoup trop grandes pour Dm. Le problème vientsurtout des interations hydrodynamiques qui sont mal modélisées par l'approximation deDebye-Hükel. Stokes [7℄ a essayé de pousser le développement en ∆n plus loin, mais elan'améliore en rien le résultat. La série obtenue ne onverge d'ailleurs pas, ei étant dûau fait que la proédure n'est pas autoohérente. Pikal [123℄ a essayé de résoudre ela enutilisant une équation de Poisson Boltzmann non-linéarisée. Si la proédure est intéressantear elle prend en ompte une éventuelle formation de paires, il n'en demeure pas moins quele résultat s'éarte enore plus des valeurs expérimentales [124℄.
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3.1. INTRODUCTION 71A ause de es di�ultés, es tentatives n'ont pas permis d'obtenir une expression mi-rosopique de Dm valable pour des solutions onentrées. Dans de tels domaines, la modé-lisation des expérienes doit se baser sur des théories semi-empiriques initiées par Hartleyet Crank [7, 125℄. On utilise alors les oe�ients d'ativité expérimentaux. Le terme demobilité, orrespondant à l'e�et életrophorétique, est pris proportionnel à la visosité dela solution (qui doit être aussi mesurée). La omparaison aux expérienes ne peut alorsse faire qu'en utilisant un ertain nombre de paramètres ajustables représentant intuitive-ment l'idée du hangement de référentiel et l'hydratation. Ces théories phénoménologiques,si elles demeurent utiles pour obtenir des expressions valables pour des onentrations éle-vées restent néanmoins d'un intérêt limité. Les paramètres du modèle ne donnent pasdiretement d'image mirosopique de la solution, et doivent en permanene être ajustés.De plus, l'étude rend néessaire de onnaître à la fois la visosité et le oe�ient d'ativitéde l'életrolyte ; la réalisation pratique est ainsi longue et déliate. En quelque sorte es ap-prohes sont l'équivalent dynamique de la méthode de Pitzer [6℄ qui donne un ajustementdes di�érentes propriétés d'équilibre.La théorie mirosopique la plus réente a été proposée par Bernard, Cartailler et Turq[126℄. Une approhe semi-phénoménologique a permis d'obtenir, en utilisant MSA, uneexpression du oe�ient de di�usion mutuelle valable jusqu'à environ 1 mol L−1. Cetteanalyse n'était pourtant pas parfaitement satisfaisante : l'életrolyte était dérit par undiamètre moyen qui ne redonnait pas les autres grandeurs dynamiques ou d'équilibre. Lelien ave les expérienes n'était pas non plus lairement établi puisque le référentiel n'étaitpas expliité.Nous avons utilisé ette étude omme point de départ de notre théorie de la di�usionmutuelle. Pour que elle-i soit pleinement satisfaisante, nous nous sommes attahés àdéduire les équations de départ diretement de l'équation de Smoluhowski. Nous avonsaussi expliitement onsidéré la notion de référentiel qui doit être prise en ompte pourétudier les solutions onentrées. En�n, nous voulions obtenir une théorie autoohérentedu transport au niveau Smoluhowski-MSA, 'est à dire une théorie qui soit apable dedérire les di�érentes grandeurs de transport et d'équilibre simultanément. Nous verronsque ei n'est possible qu'en distinguant les tailles des ions de l'életrolyte.3.1.2 Aspets expérimentauxLes mesures expérimentales du oe�ient de di�usion mutuelle sont di�iles et assezlongues, malgré de nombreux progrès réalisés es dernières années. En pratique, les mé-thodes se divisent en deux atégories, elles où le proessus de di�usion est le prinipal etla méthode du tube de Taylor qui regarde l'in�uene de la di�usion sur un éoulement dePoiseuille.Les di�érentes méthodes ondutimétriques, proposées par Harned dans les années 40relèvent de la première atégorie. Le prinipe est simple [9, 7℄. Le système est divisé endeux parties de onentrations di�érentes. Quand elles sont mises en ontat, la di�usionmutuelle ommene. Elle est suivie en mesurant la onentration de l'életrolyte en di�é-rents endroits (généralement deux) par des paires de petites életrodes ondutimétriques.
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72 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSLa loi de Fik permet alors d'en déduire par ajustement Dm. Cette méthode a été amélioréepar Lobo qui utilise omme ellule un apillaire ouvert [127℄.La méthode interférométrique de Goüy [7℄ relève du même prinipe. La di�érene vientdu fait que les onentrations sont suivies en regardant les franges d'interférenes obtenuesen faisant passer de la lumière à travers le tube. Le proédé est basé sur la dépendane del'indie de réfration de la solution ave la onentration. Dès 1880 Goüy avait obtenu detelles interférenes, l'interprétation du phénomène pour l'obtention pratique de Dm ayantété proposée par plusieurs auteurs dont Gosting et Onsager [128℄.Ces méthodes sont di�iles à mettre en ÷uvre. Il est néessaire de thermostater ledispositif et d'éviter toute vibration. Chaque mesure prend en outre plusieurs jours.La méthode du tube de Taylor [120℄ est peut être plus pratique. Elle onsiste à fairepasser le solvant dans un apillaire, en réant un éoulement de Poiseuille. On injete àun instant donné une petite quantité de solution. Celle-i va suivre l'éoulement tout endi�usant. En regardant l'évolution de la dispersion du soluté (soit en utilisant un omposéoloré, soit par réfratométrie), on en déduit le pro�l, e qui permet d'obtenir Dm. Cetteméthode, globalement plus rapide que les préédentes a permis depuis une dizaine d'annéesau groupe de Leaist de mesurer les oe�ients de di�usion d'un ertain nombre de systèmesassez rapidement [129, 130℄.Les mesures du oe�ient de di�usion mutuelle restent néanmoins longues et di�iles.Pour l'anedote, on peut iter les mesures de Stokes sur (NH4)2SO4, de 1959, qui ont faitréférene pendant longtemps, malgré leur peu de ohérene [7℄. Les di�ultés pratiques desmesures ont fait qu'elles n'ont été véri�ées qu'en 1992 par Leaist [131℄. Il s'est alors avéréqu'elles étaient presque justes... les premiers auteurs ayant en fait donné l'inverse de Dm.PerspetivesTout ei on�rme l'intérêt d'une théorie moderne, réellement mirosopique de la di�u-sion mutuelle. Étant données les di�ultés des préédentes tentatives, nous pensons qu'onne peut traiter orretement e oe�ient de transport qu'en tenant ompte expliitementde la répulsion des ions due à leur taille. En e�et, pour des solutions onentrées, 'est eparamètre qui explique l'augmentation de l'ativité. Pour que la théorie soit ohérente, ilfaut don que le traitement des interations hydrodynamiques les prenne aussi en ompte.D'où l'intérêt d'utiliser MSA.Nous ommenerons par établir les équations de départ de notre théorie à partir del'équation de Smoluhowski. Ensuite, nous lari�erons le problème de référentiel. On mon-trera en e�et que les aluls sont e�etués dans le réferentiel du solvant. Pour omparerave les expérienes, un fateur de orretion devra don être alulé. Le alul du oe�-ient de di�usion mutuelle sera ensuite e�etué. On montrera en partiulier que l'e�et derelaxation est négligeable, même pour des solutions onentrées. Les expressions pratiquesobtenues à l'aide de la théorie MSA seront ensuite données. On dérira aussi une théorie dela ondutivité légèrement modi�ée [99℄ pour la rendre ohérente ave elle de la di�usionmutuelle.La omparaison ave les valeurs expérimentales sera donnée dans la dernière partie.
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3.2. THÉORIE BROWNIENNE DES ÉLECTROLYTES 73Notre théorie est basée sur le modèle primitif, qui dérit les életrolytes omme un mélangede sphères dures hargées. Nous essayerons de savoir dans quel domaine de onentrationselui-i est autoohérent, 'est à dire de quelle façon il est possible de prédire les di�érentespropriétés de transport (di�usion mutuelle et ondutivité) et d'équilibre (oe�ient os-motique) simultanément, ave les mêmes paramètres. Ce test du modèle primitif, résoluau niveau Smoluhowski-MSA sera d'autant plus important que notre théorie ne onsidèrequ'un seul paramètre légèrement ajustable (qui est la taille du ation).3.2 Théorie brownienne des életrolytes3.2.1 Équations de départÉquations de ontinuitéNous allons donner ii les équations de départ de notre alul [126℄, leur justi�ationà partir de l'équation de Smoluhowski étant proposée dans le paragraphe suivant. Pourhaque espèe d'ion i l'équation de onservation s'érit :
∂Ci

∂t
+ divJi = 0 (3.3)où Ci est la onentration de la ième espèe, et Ji son veteur densité de �ux. Ji s'érira

Ji = Ci

∑

k

(ω0
i δik + Ωik) Fk (3.4)

ω0
i = D0

i /kBT est la mobilité de i à dilution in�nie. Le dernier terme de (3.4) en Ωik orres-pond aux interations hydrodynamiques s'exerçant sur les partiules de type i provoquéespar les ions k. La fore sera donnée par
Fi = Fext

i − kBTgrad lnCi + Fint
i (3.5)où

Fint
i = Frel

i − gradµexc
i + ZieE

int ave gradµexc
i = kBT

∑

j

∂µexc
i

∂Cj
gradCj (3.6)

µexc
i étant le potentiel himique d'exès.Dans le as de la ondutivité, Fi se réduit généralement à la fore externe Fext

i =
ZieE

ext et à la fore de relaxation Frel
i qui agit sur les partiules i. Eext est ii le hampréé par l'extérieur.La fore de relaxation qui représente la déformation de l'atmosphère ionique s'érit[119℄

Frel
i (r1) = −

∑

j

Cj

∫

grad1Vij(r1, r2) gij(r1, r2) dr2

= −
∑

j

Cj

∫

grad1Vij(r1, r2) h
1
ij(r1, r2) dr2. (3.7)
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74 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSDans la limite hydrodynamique, les fores Fext
i varient lentement par rapport aux dis-tanes des orrélations moléulaires. La théorie de Fuoss-Onsager peut alors être appliquéepour aluler h′ij . Dans le régime de la réponse linéaire, pour un életrolyte binaire, l'équa-tion de Fuoss-Onsager (2.116) s'érit en régime stationnaire

∆h′ij − κ2
qh
′
ij =

ω0
i Fext

i − ω0
j Fext

j

kBT (ω0
i + ω0

j )
.gradg0

ij (3.8)où κ2
q est donné par

κ2
q = 4πLB

C1e
2Z2

1ω
0
1 + C2e

2Z2
2ω

0
2

ω0
1 + ω0

2

. (3.9)Notons que le terme ω0
i Fi − ω0

jFj qui apparaît dans (3.8) est proportionnel à la di�érenede densité de ourant Ji−Jj si les termes d'interations hydrodynamiques Ωik sont négligésdans l'équation (3.4).Les équations (3.7) et (3.8) ont été résolues dans le as de la ondutivité par Bernard[99℄ en utilisant la théorie MSA ou HNC pour la fontion de distribution d'équilibre g0
ij.Dans e as, le dernier terme de (3.6) est négligeable ar la solution est homogène.Méthode de résolution dans le as de la di�usion mutuelleDans le as de la di�usion mutuelle, es derniers termes doivent être pris en ompte arla solution est inhomogène et il n'y a pas de fores extérieures.La di�ulté du alul vient du fait que le hamp életrique interne Eint n'est pas àpriori onnu. Il y a deux façons de le dé�nir.� On peut tout d'abord utiliser les équations de Maxwell et en partiulier l'équationde Poisson. Eint véri�e ainsi

div Eint =
e

ǫ0ǫr

∑

j

CjZj (3.10)qui peut se réérire en utilisant ǫ = ǫ0ǫr.� Il est possible aussi d'utiliser expliitement le fait qu'au delà du temps de Debye, lehamp életrique est tel que l'életroneutralité loale est valable à tout instant. Onappelle alors Eint le hamp d'Henderson qui est dé�ni par la ondition d'életroneu-tralité dynamique loale
∑

i

ZiJi = 0. (3.11)On remarque que quand les interations hydrodynamiques Ωik sont négligées dans(3.4), ette dernière ondition impose qu'il n'y a pas de relaxation. En fait ette idéene permet pas de déduire que le oe�ient de di�usion mutuelle ne dépend pas de larelaxation, ar l'e�et életrophorétique est loin d'être négligeable.Ces deux méthodes sont équivalentes et donnent le même résultat pour Dm. En partiulier,à dilution in�nie, elles permettent d'obtenir la formule de Nernst-Hartley. La di�érene
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3.2. THÉORIE BROWNIENNE DES ÉLECTROLYTES 75vient simplement du fait que le hamp d'Henderson supprime la relaxation életrostatiquede Debye [74℄. Il y a don un mode de moins. Nous utiliserons pour nos aluls le hampde Poisson qui peut onduire à des aluls plus ompliqués mais qui est à même de alulertous les modes du système.3.2.2 Lien ave l'équation de SmoluhowskiNous avons obtenu les équations hydrodynamiques de la setion préédente à partir del'équation de Smoluhowski par un alul que nous allons maintenant présenter. Le premierniveau de la hiérarhie d'équations proposée par Ebeling donne l'évolution des densités departiules à un orps ni (= Ci). Dans le as le plus général d'un système inhomogène, nousavons [116℄ :
∂ni(r1, t)

∂t
+ div1Ji(r1, t) = 0 ave Ji(r1, t) = ni(r1, t) ui(r1, t) (3.12)où la vitesse ui s'érit

ui(r1, t) = us
i (r1, t) + ωiF(r1, t) +

∑

j

∫

Tij(r1, r2) Fi
j(r1, r2)

nij(r1, r2)

ni(r1)
dr2. (3.13)Le premier terme de la partie de droite représente une éventuelle vitesse du solvant imposéepar l'extérieur. Le deuxième modélise l'e�et diret de la fore sur i et le troisième donnel'in�uene des interations hydrodynamiques si elles sont dérites par le tenseur Tij. Celui-i sera pour nous elui d'Oseen, même si le tenseur de Rotne-Prager [94, 132℄ donne en faitexatement les mêmes résultats. Fi est la fore moyenne s'exerçant sur une partiule detype i. Fi

j(r1, r2) est la fore moyenne sur une partiule de type j en r2 quand une partiulede type i est en r1. nij(r1, r2) est la densité de probabilité à deux partiules orrespondantà la probabilité de trouver une partiule j en r2 quand une de type i est en r1. La fore Fiest donnée par
Fi(r1) = Fext

i (r1) − kBTgrad1 lnni(r1) + Fint
i (r1) (3.14)où Fext

i et Fint
i sont les deux fores agissant sur i, respetivement extérieure et intérieure.

ni(r1)F
int
i (r1) = −

∑

j

∫

grad1Vij(r1, r2) nij(r1, r2) dr2. (3.15)De la même façon, Fi
j est donné par

Fi
j(r1, r2) = Fext

j (r2) − kBTgrad2 lnnji(r1, r2) + Fint
ji (r1, r2) (3.16)ave la ontribution interne

Fint
ji (r1, r2) = −grad2Vji(r1, r2) −

∑

k

∫

grad1Vjk(r2, r3)
nijk(r1, r2, r3)

nij(r1, r2)
dr3 (3.17)
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76 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSCes équations onstituent le premier niveau de la hiérarhie assoiée à l'équation deSmoluhowski qui relie ni ave les distributions à deux ou trois partiules nij et nijk. Ledeuxième niveau de la hiérarhie permet de retrouver l'équation de Fuoss-Onsager.Dans le prohain paragraphe, nous montrerons que la résolution de e système estassez simple dans le as de la ondutivité et qu'elle se ramène naturellement aux alulspar l'équation de Fuoss-Onsager de Bernard [99℄. Dans le as de la di�usion mutuelle quenous traiterons ensuite, notre alul, qui sera plus ompliqué ar le système est inhomogène,démontrera les équations de la setion préédente, qui nous permettront ensuite de aluler
Dm.Résolution pour la ondutivitéDans e as, la fore extérieure Fi est donnée par ZieE ave E le hamp életriqueappliqué. Falkenhagen et Ebeling [119℄ ont montré les premiers que l'équation de Smo-luhowski se ramenait aux aluls basés sur l'équation de Fuoss-Onsager. Le formalismeque nous avons proposé au paragraphe préédent permet de retrouver ela. Dans e as,le système est homogène si bien que les fontions à deux et trois partiules peuvent êtrereliées par

nij(r1, r2) ≃ ni(r1) nj(r2) gij(r1, r2) (3.18)
≃ n̄i n̄j gij(r1, r2)où n̄i est la valeur moyenne de ni et

nijk(r1, r2, r3) ≃ ni(r1) nj(r2) nk(r3) gijk(r1, r2, r3) (3.19)
≃ n̄i n̄j n̄k gij(r1, r2) gik(r1, r3) gjk(r2, r3) (3.20)ave gij et gijk respetivement les fontions de répartition à deux et trois partiules hors-équilibre.Ces fontions gij sont alors séparées en deux parties. La première, g0

ij, représente leterme d'équilibre. La seonde, h′ij , est la partie de non-équilibre, supposée petite devant leterme d'équilibre puisque l'on se plae dans le adre de la réponse linéaire. En négligeant lesinterations hydrodynamiques dans le alul du terme de relaxation, l'équation de Fuoss-Onsager permet de aluler h′ij. La fore de relaxation est alors donnée par (3.15) :
Frel

i = Fint
i = −

∑

j

n̄j

∫

grad1Vij(r1, r2) gij(r1, r2) dr2

= −
∑

j

n̄j

∫

grad1Vij(r1, r2) h
′
ij(r1, r2) dr2. (3.21)Cette dernière égalité vient du fait que la partie d'équilibre de gij donne à l'intégrale uneontribution nulle. En utilisant (3.13) on peut alors aluler la vitesse de l'ion de type i

ui = ωa

(
Fext

i + Frel
i

)
+
∑

j

n̄j

∫

Tij(r1, r2) Fi
j(r1, r2) gij(r1, r2) dr2 (3.22)
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3.2. THÉORIE BROWNIENNE DES ÉLECTROLYTES 77Cei permet d'obtenir une théorie très satisfaisante de la ondutivité [99℄. En prenantpour les fores Fi
j leur partie à longue distane Fj et en remplaçant gij par sa valeur àl'équilibre g0

ab, nous retrouvons la loi limite d'Onsager.Résolution pour la di�usion mutuelleDans e as, le système n'est pas homogène. On ne peut don pas appliquer (3.20). Ilfaut utiliser une meilleure approximation. Si on utilise (3.18) pour dé�nir les fontions dedistribution de paires gij, elles-i ne dépendent plus seulement des positions relatives desdeux partiules r2 − r1. Elles dépendent aussi des positions absolues r1 et r2. Considéronspar exemple une ellule de di�usion fermée en bas et ouverte en haut. Les fontions dedistribution de paires dépendent de la position relative dans e réipient. L'idée que nousutiliserons est de dé�nir nij relativement à un point �xe O orrespondant à un nouveautype de partiules. Cela peut s'érire
nij(r1, r2) = n̄i n̄j gij(r1, r2, 0) (3.23)le troisième paramètre dans gij représentant la distane au troisième type de partiulesdont la onentration est supposée in�niment petite. Ce type de transformation a déjàété utilisé par Attard [133℄ dans un autre ontexte. En généralisant la représentation deMeeron-Salpeter [134, 135℄ de gabO en termes de fontions de orrélations hij de non-équilibre on obtient

nij(r1, r2)

ni(r1) nj(r2)
= gij(r1, r2)

(

1 +
∑

k

∫

dr3 hik(r1, r3) hjk(r2, r3) δnk(r3) + · · ·
) (3.24)On utilise ii la notation ni(r1) = n̄igiO(r1, 0) et δnk(r3) = n̄khkO(r3, 0). En insérant etteexpression dans elle de Fint

i de (3.15), et en suivant la méthode utilisée par Verlet [136℄dans le as de l'équilibre, nous obtenons au premier ordre en densités de �utuations,l'équation de non-équilibre suivante :
Fint

i (r1) = Frel
i (r1) + kBT

∑

j

∫

grad1Cij(r1, r2) δnj(r2) dr2 (3.25)ave Frel
i (r1) donné par (3.7) et
kBTgrad1Cij(r1, r2) = −grad1Vij(r1, r2) − hij(r1, r2)grad1Wij(r1, r2) (3.26)où Wij est le potentiel d'interation moyen donné par le développement

grad1Wij(r1, r2) = grad1Vij(r1, r2)

+
∑

k

n̄k

∫

grad1Vik(r1, r3)gik(r1, r3)hkj(r3, r2)dr3 + · · ·(3.27)
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78 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSEn utilisant Wij = −kBT ln gij ave (3.26) nous obtenons
kBTgrad1Cij(r1, r2) = −grad1Vij(r1, r2) + kBT∇1hij(r1, r2) + grad1Wij(r1, r2) (3.28)qui est la dérivée de la relation HNC si Cij ≡ cij, la fontion de orrélation direte. Lesfontions de distribution à deux partiules sont alors déomposées en deux parties, l'uned'équilibre g0

ij et l'autre de non-équilibre h′ij omme pour la ondutivité. En séparant alorsla fontion cij de sa partie longue portée oulombienne V cb
ij /kBT , sa partie ourte portée

csdij , les fores s'érivent
Fint

i (r1) − Frel
i (r1) = −

∑

j

∫

grad1V
cb
ij (r1, r2) δnj(r2) dr2

+ kBT
∑

j

∫

grad1c
sd
ij (r1, r2) δnj(r2) dr2. (3.29)La divergene dans le premier terme de droite donne l'équation de Poisson. Ce termepeut être érit sous la forme ZieE

int. Le seond terme s'exprime en fontion du poten-tiel himique d'exès −gradµex
i à la limite thermodynamique, 'est à dire ii quand les�utuations de onentration δnj(r2)/n̄j sont petites et varient lentement par rapport àl'éhelle des orrélations moléulaires. En utilisant la relation entre ∂µex

i /∂nj et la fontionde orrélation direte cij qui apparaît dans l'équation d'Ornstein-Zernike pour les solutionsinhomogènes, nous obtenons ainsi
Fint

i (r1) − Frel
i (r1) ≃ ZieE

int + kBT
∑

j

∫

csdij (r1, r2) dr2 grad1δnj(r1)

≃ ZieE
int − kBT

∑

j

∂µex
i

∂nj
grad1δnj(r1). (3.30)Cei onstitue l'équation de base de notre théorie de la di�usion mutuelle. Nous avons dondémontré l'équation (3.6) donnée sans justi�ation dans la setion préédente, et posée defaçon phénoménologique dans [74℄ et [126℄.3.3 Référentiel théorique et référentiel expérimental3.3.1 Référentiel utilisé au niveau SmoluhowskiJusqu'à présent, nous ne nous sommes guère souiés dans notre démonstration du pro-blème du référentiel. Nous allons herher à déterminer le référentiel dans lequel sont réa-lisés nos aluls.L'étude thermodynamique de la di�usion d'életrolytes omposés de n + 1 espèesdi�érentes i, le solvant étant arbitrairement noté par i = 0, peut se faire dans plusieurs
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3.3. RÉFÉRENTIEL THÉORIQUE ET RÉFÉRENTIEL EXPÉRIMENTAL 79référentiels qui ont déja été expliités. Nous allons nous intéresser ii au référentiel desvolumes partiels V , où auun �ux de volume n'a lieu, de telle sorte que
n∑

i=0

ViJ
V
i = 0 (3.31)ave Vi le volume partiel du omposé i. L'importane de e référentiel vient du fait queles oe�ients de di�usion mesurés peuvent être identi�és ave eux de e référentiel volu-mique. L'autre référentiel que nous onsidérerons sera elui du solvant où

JS
0 = 0. (3.32)Nous allons montrer que le oe�ient de di�usion mutuelle alulé par la méthode exposéedans la partie préédente peut être obtenu dans le référentiel du solvant, en raison dutraitement des interations hydrodynamiques.Comme nous l'avons déjà vu, les interations hydrodynamiques d'un ion i et d'un ion

j situés à une distane rji, dues à la transmission par l'intermédiaire du solvant de la fore
Fj subie par j, s'expriment par la relation

∆vij(rji) = T(rji)Fj . (3.33)
∆vij est l'inrément de vitesse sur l'ion i à la distane rji du point rj où est situé l'ion j.
T(r) est le tenseur hydrodynamique. Par onséquent, la fore transmise sur la partiule ipar l'e�et életrophorétique amène un inrément de vitesse

∆vcell
i =

n∑

j=1

∫

cell

drCjgij(r)TFj . (3.34)L'intégrale se fait sur toute la ellule utilisée lors de l'expériene. On est don dans leréférentiel expérimental. Si le système est d'extension in�nie, ette intégrale diverge. Ene�et, en modélisant les interations hydrodynamiques par le tenseur d'Oseen, qui est uneapproximation d'autant meilleure que r est grand, nous obtenons
∆vcell

i =

n∑

j=1

∫ ∞

0

2

3η
rgij(r)CjFj dr (3.35)où η est la visosité dynamique du solvant pur. Par onséquent, l'e�et életrophorétiquedonne une ontribution divergente à moins que les fores appliquées véri�ent l'équation

∑n
j=1CjFj = 0. C'est le as pour la ondutivité en raison de la ondition d'életroneutra-lité, mais pour la di�usion mutuelle, les fores thermodynamiques de di�usion font divergerl'intégrale (3.34).En fait, ette divergene n'est pas réellement paradoxale : elle vient du fait que dansla limite r → ∞ l'approximation de Stokes ne peut lairement pas être utilisée. Dans leréférentiel expérimental, le traitement diret des interations hydrodynamiques n'est don
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80 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSpas possible. Nous allons don proéder à un hangement de référentiel. L'idée est que, ense plaçant dans le référentiel du solvant, on peut retirer ette divergene qui empêhe toutalul e�etif.Il onvient don de soustraire expliitement la vitesse du solvant dans les aluls [88℄.Dans le référentiel du solvant, l'inrément de vitesse ∆vS
i de l'ion i est

∆vS
i (rj) = ∆vcell

i (ri) − vsolvant(ri) (3.36)ave vsolvant(ri) la vitesse du solvant en ri où est situé l'ion i, sans savoir que l'ion i estsitué en ri :
vsolvant(ri) =

n∑

j=1

∫

cell

drCjTFj . (3.37)En utilisant (3.34), (3.36) et (3.37), on obtient
∆vS

i (rj) =

n∑

j=1

∫

cell

drCjgij(r)TFj −
n∑

j=1

∫

cell

drCjTFj

=

n∑

j=1

∫

cell

drCjhij(r)TFj . (3.38)Si l'on modélise les interations hydrodynamiques par le tenseur d'Oseen, la orretionéletrophorétique dans le référentiel du solvant est alors
∆vS

i =
n∑

j=1

∫ ∞

0

2

3η
rhij(r)CjFj dr. (3.39)Cette fois-i, l'intégrale ne diverge plus. En outre, les points r → ∞ où l'équation de Stokesn'est pas valide donnent une ontribution négligeable à l'intégrale. Cette expression (3.39)permet de préiser le terme életrophorétique en Ωij de (3.4).En onlusion, nous avons montré qu'il est possible de aluler au niveau Smoluhowskile oe�ient de di�usion mutuelle en prenant en ompte les interations hydrodynamiquesdans le référentiel du solvant. Aussi, une orretion de référentiel doit être prise en omptepour omparer notre théorie ave les résultats expérimentaux qui donnent le oe�ientde di�usion mutuelle dans le référentiel des volumes. Il onvient de bien noter que nousn'avons pas démontré que l'équation de Smoluhowski dérivait la dynamique du systèmedans le référentiel du solvant. L'équation de Smoluhowski n'a pas à proprement parlerde référentiel. Celui-i dépend en fait uniquement de la desription des interations hy-drodynamiques. Il se trouve qu'en pratique, le hoix du référentiel du solvant est le plusjudiieux puisqu'il résoud les problèmes de divergene, tout en donnant des expressionsphysiquement valables.On peut remarquer qu'auune orretion de référentiel n'est néessaire dans la théoriede la ondutivité. Dans e as, la ondition

n∑

j=1

CjFj = 0 (3.40)
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3.3. RÉFÉRENTIEL THÉORIQUE ET RÉFÉRENTIEL EXPÉRIMENTAL 81est véri�ée puisque les seules fores externes sont les fores életrostatiques produites par lehamp imposé par les életrodes E0. Aussi, Fj = ZjeE0 et (3.40) orrespond simplement àla relation d'életroneutralité. Dans le as de la di�usion mutuelle, les fores sont d'originethermodynamique, puisque e sont les gradients de potentiel himique ; elle ne satisfontpas (3.40).3.3.2 Calul de la orretion de référentielExpression généraleLe �ux JV
i du omposé i, mesuré relativement au référentiel des volumes est relié au �ux

JS
i du même omposé exprimé dans le référentiel du solvant par l'opération de translation

JV
i = JS

i + CiuSV (3.41)où uSV est la vitesse du référentiel S relativement au référentiel V à la position et au tempsonsidéré. L'équation (3.31) implique
uSV = −

n∑

i=0

ViJ
S
i = −

n∑

i=1

ViJ
S
i (3.42)Pour un életrolyte simple, n = 2 si bien que

{
JV

1 = JS
1 − C1V1J

S
1 − C1V2J

S
2

JV
2 = JS

2 − C2V1J
S
1 − C2V2J

S
2

(3.43)Dans le référentiel du solvant, nous pouvons érire la loi de Fik pour la di�usionmutuelle des ions 1 et 2

{
JS

1 = −DS
mgradC1 = −Z2

Z1
JS

2 = −C1

C2
JS

2

JS
2 = −DS

mgradC2 = −Z1

Z2
JS

1 = −C2

C1
JS

1

(3.44)si bien que l'expression �nale dans le référentiel expérimental des volumes est
{

JV
1 = −(1 − C1V1 − C2V2)D

S
mJS

1

JV
2 = −(1 − C1V1 − C2V2)D

S
mJS

2

. (3.45)Les deux ions suivent simultanément le même proessus de di�usion. Cette dernièreexpression donne le oe�ient de di�usion mutuelle dans le référentiel volumique DV
m :

DV
m = ΦDS

m (3.46)où Φ = 1−C1V1 −C2V2. Φ est la fration volumique du solvant et DS
m est le oe�ient dedi�usion mutuelle dans le référentiel du solvant.
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82 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSCalul pratique de la orretion
Φ peut être obtenu grâe aux mesures de la densité d de la solution (il s'agit en fait iide la masse volumique). Ce fateur de orretion s'érit

Φ = 1 − C±V± (3.47)ave C± et V± les onentrations et le volume partiel de l'életrolyte. Si V est le volumed'une solution orrespondant à 1 kg de solvant,
V d = 1 kg +m±M± (3.48)dans laquelle m± et M± sont la molalité et la masse molaire du sel. De plus, si la pressionet la température sont onstants, nous avons
1

M0
dV0 +mdV± = 0 (3.49)dans laquelle l'exposant 0 indique le solvant. M0 est sa masse molaire et V0 son volumepartiel. Par onséquent

dV

dm
= V± (3.50)e qui donne en utilisant (3.48) et V C± = m

V± =
M± − d′

d− C±d′
(3.51)ave d′ = ∂d

∂c
. La densité d peut être obtenue à partir de la formule analytique

d = d0 + αC± + βC
3/2
± (3.52)où d0 est la densité du solvant pur. α et β ont été ajustés en fontion de la température àpartir des valeurs expérimentales de la densité [137℄.3.4 Calul du oe�ient de di�usion mutuelle3.4.1 Obtention de l'expression généraleL'expression de la densité de �ux Ji de l'ion i est donnée par (3.4). En se plaçantdans le référentiel du solvant et en modélisant les interations hydrodynamiques par letenseur d'Oseen1, le oe�ient életrophorétique Ωij est obtenu à partir de la fontion dedistribution hij(r) :

Ωij =
2

3η
Cj

∫ ∞

0

rhij(r) dr (3.53)1En fait l'utilisation du tenseur de Rotne-Prager onduit exatement au même résultat.
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3.4. CALCUL DU COEFFICIENT DE DIFFUSION MUTUELLE 83L'e�et de relaxation est négligeable dans le as de la di�usion mutuelle [122℄, omme nousle montrerons dans le prohain paragraphe. Par onséquent, hij(r) peut être pris égal àla fontion d'équilibre h0
ij(r). Aussi, si l'on néglige la fore de relaxation, la fore Fi surl'espèe i s'érit

Fi = −gradµi + ZieE (3.54)où µi est le potentiel himique et E le hamp életrique. La mise en équation est omplètesi on ajoute la relation de ontinuité (3.3) et une équation permettant d'obtenir le hampéletrique. Nous prendrons l'équation de Poisson (3.10). Une leture attentive des équationsde la partie préédente montre que le terme életrophorétique (3.53) n'est en fait pas toutà fait exat. Dans la dernière partie de e hapitre, en appendie, nous montrerons queela n'a pas d'in�uene sur la valeur de Dm.L'expression du �ux de Ji ainsi obtenue est liée à la thermodynamique des phénomènesirréversibles. Les oe�ients d'Onsager orrespondant
Lij = TCi(δijω

0
i + Ωij) (3.55)véri�ent d'ailleurs les relations de réiproité Lij = Lji, en raison de la symétrie de lafontion de distribution h0

ij(r).Nous obtenons ainsi un ensemble d'équations aux dérivées partielles qui ne peuvent êtrerésolues que par des méthodes numériques, par exemple de di�érenes �nies. Mais ommetous les oe�ients de transport, Dm est relié aux �utuations du système si bien que nouspouvons linéariser les équations en érivant
Ci = C0

i + δCi (3.56)où la onentration d'équilibre C0
i est indiquée par l'exposant 0. δCi orrespond aux petitesvariations par rapport à l'équilibre. L'életroneutralité loale

∑

i

C0
i Zi = 0 (3.57)est véri�ée pour les onentrations d'équilibre mais pas pour les δCi. On n'utilise pas ene�et le hamp d'Henderson mais elui donné par l'équation de Poisson qui permet demodéliser la dynamique du système pour des temps inférieurs au temps de Debye.En ne gardant que les termes du premier ordre, un traitement en perturbations donnealors les expressions suivantes (i = 1, 2) :

∂δCi

∂t
+

2∑

j=1

(Qij −Dij∆)δCj = 0 (3.58)où
Qij = ZjQi =

Zje
2C0

i

kBTǫ0ǫr

(

ZiD
0
i + kBT

2∑

k=1

ZkΩik

) (3.59)
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84 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSet
Dij = C0

i

(

D0
i

∂βµi

∂Cj

+ kBT
2∑

k=1

Ωik
∂βµk

∂Cj

)

. (3.60)On note toujours β = (kBT )−1. Cet ensemble d'équations linéaires peut alors être résolupar la méthode des modes normaux [74℄.Celle-i onsiste à ramener la résolution du problème à la reherhe de valeurs propres,orrespondant aux di�érents modes, propagatifs ou non. On fait en pratique une transfor-mation de Fourier sur les variables d'espae et une transformation de Laplae sur elles dutemps :
δCi(q, t) =

∫

R3

δCi(r, t)e
iq.r dr (3.61)

δCi(q, s) =

∫ ∞

0

δCi(q, t)e
−st dt. (3.62)Les équations de onservation s'érivent alors sous une forme matriielle

MδC(q, s) = δC(q, t = 0). (3.63)Les modes normaux du systèmes sont les n raines en s de l'équation
detM = 0 (3.64)que l'on peut aluler au premier ordre en q, et ensemble d'équations n'étant valide enfait qu'à la limite hydrodynamique2 q → 0.Le premier mode est un mode de relaxation, puisqu'il ne dépend pas de q au premierordre :

s1 = −(Q11 +Q22) + o(q2) (3.65)
1/s1 orrespond au temps de Debye qui dérit la relaxation rapide de la solution versl'életroneutralité.Le seond mode, proportionnel à q2

s2 = −Dmq
2 (3.66)et qui aratérise don un mode de di�usion, nous permet d'obtenir le oe�ient de di�usionmutuelle Dm (dans le référentiel du solvant) :

DS
m =

Q11D
∗
21 +Q22D

∗
12

Q11 +Q22
(3.67)ave

D∗ij = Dii −
Zi

Zj

Dij. (3.68)2Le alul des modes normaux que nous sommes en train d'établir n'est en e�et rien d'autre qu'un alulde thermodynamique des phénomènes irréversibles. La seule di�érene vient du fait que nous disposonsd'une ériture mirosopique des Lij grâe à (3.55).
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3.4. CALCUL DU COEFFICIENT DE DIFFUSION MUTUELLE 85Cette expression généralise elle de Nernst-Hartley quand les ativités et les interationshydrodynamiques sont prises en ompte. Si on prend pour la fontion de distributionl'approximation de Debye-Hükel (ave des orretions de taille), on retrouve l'expressionde Fuoss-Onsager (3.2)3.En utilisant la relation de Gibbs-Duhem, D∗ij se simpli�e
D∗ij = D0

i

∂βP

∂Ci

+ kBT
2∑

k=1

Ωik
∂βP

∂Ck

. (3.69)Les équations que nous venons d'obtenir donnent le oe�ient de di�usion mutuelle d'unéletrolyteDm dans le référentiel du solvant à partir des propriétés d'équilibre. Nous n'avonsbesoin que de la pression (osmotique) P et des fontions de distributions hij(r).Notre but étant d'obtenir des expressions expliites les plus préises possibles des dif-férents oe�ients de transport, nous avons hoisi MSA pour les propriétés d'équilibre.Notre théorie pourrait très failement utiliser des théories plus préises, omme HNC, maiselles ne mènerait pas à des formules analytiques. Nous allons maintenant montrer que laprise en ompte de la relaxation ne modi�e pas ette expression (3.67) de Dm. De même,on montre en appendie qu'elle n'est pas non plus modi�ée par une expression un peu pluspréise du terme hydrodynamique.3.4.2 In�uene de la relaxation sur la théorie de la di�usion mu-tuelleÀ la limite hydrodynamique, δCi/C
0
i est petit et varie lentement par rapport aux or-rélations moléulaires. Dans ette limite, les fores Fi sont quasiment onstantes dans ledomaine de variation des fontions de distribution. L'équation de Fuoss-Onsager (3.8) per-met alors d'obtenir h′ij. Dans le régime de la réponse linéaire on a ainsi

∆h′ij − κ2
qh
′
ij =

ω0
i δFi − ω0

j δFj

kBT (ω0
i + ω0

j )
.gradg0

ij ave δFi = Fi − Frel
i (3.70)où κ2

q est donné par (3.9).La solution de ette équation n'est qu'une généralisation direte des résultats obtenuspour le alul de la ondutivité [99℄ :
h′ij = ĥ′ij cos θ (3.71)

ĥ′ij =
ωj δFj − ωi δFi

kBT (ωi + ωj)

d

dr

(

exp (−κqr)

κqr

∫ r

σij

dssh0
ij(s) sinh (κqs)

+
sinh (κqr)

κqr

∫ ∞

r

dssh0
ij(s) exp (−κqs)

)

e−V SD
ij /kBT .(3.72)3sans le terme életrophorétique du seond ordre qui s'obtient en rajoutant le terme suivant dans ledéveloppement des hij(r)
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86 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSEn utilisant l'équation (3.7) qui dé�nit Frel on obtient, tous aluls faits
Frel

i = CjZjZie
2ωi δFi − ωj δFj

ωi + ωj
Bij (3.73)où Bij est un terme identique pour les ations et les anions qu'il n'est pas néessaired'expliiter pour obtenir le oe�ient de di�usion mutuelle.Ces fores de relaxation peuvent alors être prises en ompte dans l'équation. On obtient�nalement la même expression

Dm = t1D
∗
21 + t2D

∗
12 (3.74)où ti = Qii/(Q11 + Q22) est le nombre de transport de l'ion i. On retrouve ii le faitque ette grandeur ne dépend pas de la relaxation. Les termes D∗ij ne sont pas tout àfait identiques à eux obtenus sans relaxation, mais es di�érenes s'annulent exatementdans l'expression �nale de Dm. En onlusion, l'e�et de relaxation ne modi�e don pas leoe�ient de di�usion mutuelle.En fait, dans e traitement, les e�ets roisés d'in�uene de la relaxation sur les inter-ations hydrodynamiques et des interations hydrodynamiques sur la relaxation n'ont pasété pris en ompte. Mais sans es e�ets du seond ordre, on peut onlure que les foresde relaxation ne modi�ent pas le oe�ient de di�usion mutuelle.3.5 Expressions analytiques des grandeurs obtenues parMSA3.5.1 Di�usion mutuelleLa théorie MSA utilisée ii se plae dans le modèle primitif où le solvant est un onti-nuum diéletrique et les ions sont des sphères dures de harge Zie et de diamètre σi.Le paramètre d'érantage Γ de MSA est dé�ni par la relation impliite [47, 45℄

Γ =

[

πLB

∑

i

Ci

(
Zi − π

2∆
σ2

i Pn

1 + Γσi

)2
] 1

2 (3.75)ave
Pn =

1

Ω

∑

k

CkσkZk

1 + Γσk
(3.76)

Ω = 1 +
π

2∆

∑

k

Ckσ
3
k

1 + Γσk

(3.77)
∆ = 1 − π

6

∑

k

Ckσ
3
k (3.78)
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3.5. EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES GRANDEURS OBTENUES PAR MSA 87
LB =

e2

4πǫ0ǫrkBT
. (3.79)

2Γ généralise la longueur inverse de Debye κD de la théorie de Debye-Hükel, si l'on onsi-dère les e�ets de volume exlu dans l'atmosphère ionique.Les grandeurs thermodynamiques données par MSA, alulées par un hemin thermo-dynamique sur l'énergie s'érivent toutes omme somme de deux termes. Le premier estoulombien. Il sera repéré par l'exposant c. L'autre qui orrespond au terme de sphèresdures sera repéré par l'exposant SD. Nous onsidérerons des ions dont les tailles ne sontpas trop di�érentes a�n de pouvoir utiliser l'approximation Pn = 0. Dans e as
Γ =

[

πLB

∑

i

Ci

(
Zi

1 + Γσi

)2
] 1

2

. (3.80)L'approximation Pn = 0 a un autre avantage. Dans e as, ette déomposition SD + cest aussi valable pour la fontion de orrélation de paires g0
ij(r). Sinon seules les grandeursthermodynamiques pourraient s'exprimer par une telle somme de deux termes.La ontribution életrostatique à la ompressibilité est

∂βP

∂Ci

)c

= − LBΓ2Z2
i

2(1 + Γσi)2
(

Γ +
∑

k

πLBCkZ2
k
σk

(1+Γσk)3
.
) (3.81)L'autre ontribution sera ii dérivée de l'approximation de Carnahan-Starling qui peut êtreobtenue par la solution Perus-Yevik (P.Y.) du mélange de sphères dures [42℄ :

∂βP

∂Ci

)SD

=
1

1 −X3
+

3σiX2 + 3σ2
iX1 + σ3

iX0

(1 −X3)2

+
σ2

iX
2
2 (9 − 3X3) + σ3

iX2(6X1 −X2
2 )

(1 −X3)3
+
σ3

iX
3
2 (9 − 3X3)

(1 −X3)4
(3.82)où

Xi =
π

6

∑

k

Ckσ
i
k. (3.83)Calulons maintenant les orretions életrophorétiques. Dans l'approximation Pn = 0,

h0
ij(r) = hc

ij(r) + hSD
ij (r) (3.84)de telle sorte que Ωij est obtenu omme la somme de deux ontributions :

Ωij = Ωc
ij + ΩSD

ij . (3.85)Le terme életrostatique est alors
Ωc

ij = − 1

3η

ZiZjLBCj

(1 + Γσi)(1 + Γσj)
(

Γ +
∑

k Ck
πLBZ2

k
σk

(1+Γσk)2

) . (3.86)
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88 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSMalheureusement, la ontribution résultante pour l'e�et életrophorétique dans l'expressiondu oe�ient de di�usion mutuelle est faible. Cei est dû au fait que les fores sur lesions sont de nature thermodynamique. Dans le as de la ondutivité, le problème ne sepose pas ar la fore sur l'ion j est ZjeE, si bien que la ontribution est négligeable.Comme pour la théorie de Fuoss-Onsager, ei nous amène à onsidérer un terme duseond ordre. En e�et, e terme MSA (3.86) peut se omprendre omme le premier d'undéveloppement en puissane sur la longueur de Bjerrum LB. Le prohain terme sur lesfontions de orrélations, qui peut être obtenu à partir de la solution HNC sera ii pris parapproximation égal à (hMSA
ij )2/2. Nous avons utilisé en fait l'expression simple suivante,a�n de onserver des expressions analytiques
(hMSA

ij )2

2
≃ Z2

i Z
2
jL

2
B

2(1 + Γσi)2(1 + Γσj)2

e−2κDr

r2
(3.87)où κD =

√

4πLB

∑
CiZ

2
i . Le terme életrophorétique oulombien du seond ordre est alors

Ωc
ij
′ ≃ L2

BZ
2
i CjZ

2
j

3η(1 + Γσi)2(1 + Γσj)2
e2κD

σi+σj

2

∫ ∞

2κD

σi+σj

2

e−u

u
du. (3.88)La ontribution életrophorétique de sphères dures sera ii alulée en onsidérant undiamètre moyen. Pour des frations volumiques pas trop importantes typiques de elles dessolutions ioniques, l'identi�ation du seond oe�ient du viriel des modèles à une seuleet plusieurs tailles donne le diamètre moyen [58℄

σSD = 3

√

3X1X2/X0 +X3

4X0

. (3.89)L'intégration de h0
ij déduite de la théorie Perus-Yevik donne alors pour le terme életro-phorétique de sphères dures

ΩSD
ij = −

(σi+σj

2

)2

3η
Cj

1 − X̃3/5 + X̃2
3/10

1 + 2X̃3

(3.90)où X̃3 = π
6

∑
Ciσ

3
SD.3.5.2 Coe�ient osmotiqueLe oe�ient osmotique φ d'une solution d'életrolytes est dé�ni par l'équation

φ = βPosm/

n∑

i=1

C0
i (3.91)où Posm est la pression osmotique dont la valeur est

Posm = P c + P SD. (3.92)
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3.5. EXPRESSIONS ANALYTIQUES DES GRANDEURS OBTENUES PAR MSA 89La ontribution életrostatique s'érit
βP c = −Γ3

3π
. (3.93)Le terme de sphères dures alulé dans la même approximation que notre théorie de ladi�usion mutuelle est [42℄

βP SD =
6

π

[
X0

1 −X3
+

3X1X2

(1 −X3)2
+

3X3
2

(1 −X3)3
+

X3X
2
2

(1 −X3)3

]

. (3.94)Rappelons que MSA est une théorie d'équilibre au niveau M Millan-Mayer. Les gran-deurs alulées à potentiel himique du solvant onstant [10℄ ne oïnident pas exatementave elles mesurées expérimentalement. Ainsi, pour omparer ave les données expérimen-tales pour des onentrations importantes un fateur de orretion doit être pris en ompte[11, 12℄. Pour le oe�ient osmotique, ei vient du fait qu'expérimentalement on ne me-sure pas la pression mais l'ativité du solvant. Cette onversion MM-LR (Lewis-Randall)est simpli�ée si on néglige les e�ets de ompressibilité. Ainsi, une formule approximative,mais pratiquement très préise peut être utilisée pour φ [138℄ :
φLR = ΦφMM (3.95)où Φ est la fration volumique du solvant. Dans e as l'intérêt de la formule est évident :le fateur de onversion est le même que elui de la di�usion mutuelle.3.5.3 CondutivitéPréisons maintenant les expressions de la ondutivité qui nous avons utilisées. L'idéeétait d'appliquer la théorie de Bernard [99℄ en la modi�ant légèrement pour la rendrepleinement ohérente vis à vis des di�érents termes par rapport à la di�usion mutuelle.Quand on prend en ompte la relaxation et l'e�et életrophorétique, la ondutivitéspéi�que s'érit

χsp = ǫ0ǫr (Q11 +Q22)

(

1 +
δE

E

) (3.96)ave
δE

E
= −κ

2
q

3

sinh (κqσij)

κqσij

∫ ∞

σij

dr r h0
ij(r) e

−κqr (3.97)où σij = (σi+σj)/2 et κq est donné par (3.9). Cette expression est diretement tirée de [99℄.Cependant, pour rester au même niveau d'approximation que notre théorie de la di�usionmutuelle, nous avons pris en ompte pour h0
ij les expressions MSA et les termes du seondordre (3.87). Ceux-i ont été aussi rajoutés dans les termes életrophorétiques QiiLa ondutivité équivalente Λ est alors

Λ(m2Ω−1mol−1L) = χsp/Ceq (3.98)où Ceq = Z1C1/1000NA est la onentration équivalente en mol L−1. La di�érene entre[99℄ et ette théorie légèrement modi�ée est en fait peu signi�ative ar elle est toujoursinférieure à 0.5 %.
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90 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉS3.6 Résultats et disussion3.6.1 Di�usion mutuelleNous avons appliqué les di�érentes expressions préédentes pour des életrolytes ensolutions aqueuses à 25 oC. Les données néessaires pour appliquer nos formules sont laonstante diéletrique ǫr = 78,3 et la visosité η = 0,00089 Pa s du solvant, les oe�ientsd'autodi�usion à dilution in�nie et les diamètres des ions.Nous nous sommes tout d'abord intéressés aux életrolytes symétriques KCl, NaClet LiCl. Dans le as de es hlorures d'alalins, D0
Cl−

= 20,32 10−10 m2s−1, D0
K+ =

19,56 10−10 m2s−1, D0
Na+ = 13,33 10−10 m2s−1, et D0

Li+
= 10,29 10−10 m2s−1. Les seulsparamètres a priori inonnus sont les tailles des ions. Pour l'anion, nous avons hoisi deprendre le diamètre de Pauling σCl− = 3,62 Å, en onsidérant que et anion n'est pas hy-draté [139℄. Les valeurs retenues pour les ations, en aord ave elles d'Ebeling pour dé-rire les propriétés d'équilibres par la théorie MSA [54℄, sont σK+ = 2,95 Å, σNa+ = 3,05 Å,et σLi+ = 4,35 Å. Celles-i, supérieures aux diamètres (ristallographiques) de Paulingtiennent ompte de l'hydratation du ation.
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Fig. 3.1 � Coe�ients de di�usion mutuelle de solutions d'életrolytes 1-1 à 25 oC en fon-tion de la raine arrée de la onentration. Trait plein : valeurs du oe�ient de di�usionmutuelle alulées dans le référentiel expérimental des volumes. Pointillés : valeur dans leréférentiel du solvant ('est à dire sans orretion de référentiel). ♦ : valeurs expérimentalesextraites de [140℄.
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3.6. RÉSULTATS ET DISCUSSION 91Les oe�ients de di�usion mutuelle orrespondants ont été traés sur la �gure 3.1.Pour des onentrations faibles les ourbes mettent lairement en évidene la loi limite enraine arrée de la onentration. Puis, pour des onentrations de l'ordre de 0,1 M, Dmne varie pas beauoup. Sa valeur, presque onstante �nit par remonter légèrement. Notrethéorie est en très bon aord ave les valeurs expérimentales, même pour des solutionsonentrées. La orretion de référentiel est néessaire pour dérire les variations de Dmaux fortes onentrations. Dans le as de KCl à 2 M, elle atteint ainsi 7 %. L'un des intérêtsde notre théorie analytique vient du fait qu'elle permet de séparer les di�érents e�ets a�nde déterminer physiquement leur in�uene respetive.
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Fig. 3.2 � Coe�ient de di�usion mutuelle de NaCl à 25 oC en fontion de la raine arréede la onentration. Comparaison des di�érents termes.Dans la �gure 3.2, on a traé la valeur du oe�ient de di�usion mutuelle de NaCl.On remarque ainsi que les termes d'ativité, s'ils diminuent la valeur de Dm à dilutionin�nie l'augmentent largement aux hautes onentrations. Cei est dû au fait que pour lessolutions onentrées l'interation répulsive de taille devient importante et �nit par avoirun e�et prédominant. Ces termes d'équilibre sont ontrebalanés en fait par les interationshydrodynamiques et aussi plus légèrement par la orretion de référentiel. Même si elle resteassez faible, l'in�uene des interations hydrodynamiques du seond ordre se remarque dèsles premiers éarts à la loi limite en augmentant légèrement Dm. Ce sont don de fait lestermes purement MSA (oulombien du premier ordre et de sphères dures) qui ompensentle terme d'ativité. En partiulier, le terme de sphères dures est prédominant à fortes
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92 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSonentrations.En onlusion, notre théorie, on�rmée par les expérienes, permet de omprendre pour-quoi la valeur du oe�ient de di�usion mutuelle atteint presque un plateau. Il est dû àun équilibre assez brutal entre les termes d'ativités répulsifs qui tendent à augmenter for-tement Dm et les interations hydrodynamiques qui au ontraire freinent les partiules etréduisent Dm. De plus, on omprend pourquoi toutes les tentatives qui ont essayé d'amélio-rer la théorie de Fuoss-Onsager en traitant mieux l'attration életrostatique ont éhouées :aux fortes onentrations, 'est la répulsion de volume exlu entre les partiules qui ontr�leles interations hydrodynamiques.3.6.2 Autoohérene du modèle primitifLe but de ette étude est aussi de tester le modèle primitif des életrolytes en essayant dedéterminer s'il est apable de dérire simultanément les di�érentes propriétés de transport(di�usion mutuelle et ondutivité) et d'équilibre (oe�ient osmotique).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
c

1/2
  /  mol

1/2
L

−1/2

60

80

100

120

140

160

180

Λ
eq

  /
  c

m
2 Ω

−
1 m

ol
−

1

 valeurs expérimentales
 théorie

KCl

NaCl

LiCl

Fig. 3.3 � Condutivité équivalente de solutions d'életrolytes 1-1 à 25 oC en fontion de laraine arrée de la onentration. Trait plein : théorie. ♦ : valeurs expérimentales extraitesde [140℄.On a don traé ave les mêmes paramètres la ondutivité (�gure 3.3) et le oe�-ient osmotique (3.4). On onstate ainsi que le modèle primitif, résolu par notre théorieSmoluhowski-MSA est apable de prédire très onvenablement les autres grandeurs. Un
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3.6. RÉSULTATS ET DISCUSSION 93
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Fig. 3.4 � Coe�ient osmotique de Lewis-Randall de solutions d'életrolytes 1-1 à 25 oCen fontion de la raine arrée de la onentration. Trait plein : théorie. ♦ : valeurs expé-rimentales extraites de [140℄ et [7℄.petit éart est observé dans le as du oe�ient osmotique de KCl. Il orrespond en fait àl'e�et briseur de struture bien onnu [141℄ et montre ainsi lairement les limites du modèleà solvant ontinu qui ne peut rendre ompte d'un e�et dû à la struture moléulaire dusolvant.Comme dernier exemple, nous donnons sur le même graphe (�gure 3.5) les valeursdes di�érentes grandeurs dans le as de solutions de CaCl2. Celui-i peut être onsidéréomme un bon exemple d'életrolyte dissymétrique dissoié [56℄. Les mêmes paramètresde Cl− ont été utilisés. Le oe�ient de di�usion de Ca2+ à di�usion in�nie est D0
Ca2+ =

7,91 10−10 m2s−1. On a pris pour le ation une taille de 5 Å. Ii aussi, le résultat est enbon aord ave les valeurs expérimentales.Ainsi, au moins dans le as des életrolytes dissoiés, le modèle primitif résolu au niveauSmoluhowski dans l'approximation MSA est ohérent. Les formules analytiques obtenuessont appliables ave les mêmes paramètres. Ce résultat est d'autant plus intéressant que lathéorie employée permet des réelles préditions, puisque le seul paramètre que nous avonsdû hoisir nous-mêmes est le diamètre du ation.Cette taille de l'ion solvaté doit toujours être plus grande que elle de l'ion nu, ommeon peut le véri�er dans le tableau 3.6. On remarque qu'en plus e diamètre du ationest ohérent ave les nombres d'hydratation (représentant la quantité de moléules d'eau
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94 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉS
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Fig. 3.5 � Coe�ient de di�usion mutuelle, ondutivité équivalente et oe�ient osmo-tique de Lewis-Randall de solutions de CaCl2 à 25 oC en fontion de la raine arrée de laonentration. Voir les légendes des �gures 3.1, 3.3, et 3.4. On a rajouté en pointillés dansla ourbe de oe�ient osmotique elle au niveau M Millan-Mayer.ion σPauling σa.c. ∆σ3 h σ<4K+ 2,66 2,95 6,85 1,9 2,81Na+ 1,96 3,05 20,8 3,5 2,13Li+ 1,56 4,35 78,5 7,1 4,45Ca2+ 1,98 5,00 117,2 12 3,63Fig. 3.6 � Diamètres (en Å) pour les di�érents életrolytes. σPauling est le diamètre dePauling et σa.c. le diamètre autoohérent de notre théorie MSA du transport et de l'équi-libre. Nous avons aussi indiqué les nombres d'hydratation [142℄ h (mesurés par la om-pressibilité et obtenus en supposant que hCl− = 0) a�n de les omparer ave la di�érene
∆σ3 = σ3

a.c. − σ3
Pauling entre le volume obtenu par les diamètre MSA et elui de l'ion nudonné par le diamètre de Pauling. σ<4 est le diamètre obtenu quand on ajuste les donnéesexpérimentales jusqu'à 4 mol L−1.liées au ation) trouvés dans la littérature [139, 142℄. La di�érene ∆σ3 (voir le tableau3.6) semble don être une mesure raisonnable de la solvatation [54℄. Pour ertains ions, la

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



3.6. RÉSULTATS ET DISCUSSION 95relation entre h et ∆σ3 ne semble pas être diretement proportionnelle, mais de toute façonle nombre d'hydratation qui n'est pas une grandeur dé�nie indépendamment du modèleutilisé pour le mesurer, n'a pas une valeur préise. De plus, es éarts onernent les ionstrès peu hydratés où la notion de nombre d'hydratation n'est pas très pertinente.Il est possible d'utiliser pratiquement notre théorie pour dérire la di�usion mutuelledans le as de solutions beauoup plus onentrées. Si l'autoohérene pour dérire lesdi�érentes grandeurs n'est pas le but reherhé, il est possible de dépasser largement labarrière de 2 M.
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Fig. 3.7 � Coe�ient de di�usion mutuelle des di�érents életrolytes à 25 oC en fontionde la raine arrée de la onentration jusqu'à 4 mol L−1. Pointillés : oe�ient de di�usionmutuelle alulé en utilisant le diamètre du ation autoohérent utilisé dans les �gures 3.1,3.3, 3.4 et 3.5. Trait plein : oe�ient de di�usion mutuelle quand e diamètre est ajusté.Les paramètres sont donnés dans le tableau 3.6. La orretion de référentiel a été prise enompte. ♦ : valeurs expérimentalesA titre d'exemple, nous présentons sur la �gure 3.7 les résultats onernant Dm pour nosquatre életrolytes LiCl, KCl, NaCl et CaCl2 jusqu'à 4 M ave des tailles de ation donnéesdans le tableau 3.6 et la même valeur de σCl− = 3,62 Å. Bien sûr, ave es paramètres, lesourbes de ondutivité et de oe�ient osmotique ne sont plus en très bon aord avel'expériene, mais dans le as de la di�usion mutuelle, on arrive à retrouver les valeurs
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96 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉSexpérimentales pour des solutions très onentrées (4 M). L'aord est partiulièrementimpressionnant dans le as de CaCl2 où le modèle est apable de reproduire la formeomplexe de la ourbe. Pour es onentrations très élevées, la formation de paires pourraitne plus être négligeable et mener à la déroissane de Dm obtenue expérimentalement.Cependant, notre étude montre que la hute de e oe�ient de transport vers 3-4 M peutaussi être interprétée en terme d'e�ets életrophorétiques qui �nissent par l'emporter surles interations hydrodynamiques. Une telle déroissane est d'ailleurs prédite dans le asdes életrolytes 1-1 pour des onentrations plus élevées (environ 6 M) et elle est observéeexpérimentalement dans e domaine. Remarquons que pour es solutions onentrées, laorretion de référentiel est très importante (25 % pour CaCl2 à 4 M). Les diamètres obtenusii pour C < 4 M, donnés dans le tableau 3.6 sont moins élevés que eux obtenus de façonautoohérente (sauf pour LiCl, mais en fait le diamètre est presque le même). Cei traduitl'idée physique d'une diminution de la solvatation ave la onentration pratiquement bienvéri�ée [55℄.3.7 ConlusionNous avons proposé dans ette partie une théorie de la di�usion mutuelle au niveauSmoluhowski-MSA en très bon aord ave les valeurs expérimentales. Les mêmes dia-mètres ioniques ont été pris pour dérire les di�érentes propriétés de transport et d'équi-libre, e qui permet de onlure que le modèle primitif des életrolytes (résolu par l'ap-proximation MSA au niveau Smoluhowski) est dans une large mesure autoohérent. Dansle as de la di�usion mutuelle, la relaxation est négligeable et une orretion de référentiel,qui peut être obtenue à partir de la mesure de la densité de la solution est néessaire si laonentration est élevée.Cependant, même si l'aord entre notre théorie et l'expériene est tout à fait satis-faisant, la di�érene absolue (< 5 %) peut être légèrement plus grande que les erreursexpérimentales. Le hoix du oe�ient osmotique, du oe�ient de di�usion mutuelle etde la ondutivité orrespond en fait aux mesures expérimentales les plus préises. L'au-todi�usion, par exemple, qui peut se mesurer par traeurs ou RMN, n'est onnue qu'aveune préision bien inférieure, souvent entre 5 et 10 %.La prohaine étape dans notre théorie de la di�usion mutuelle est elle des életrolytesassoiés. Elle fait l'objet du hapitre suivant.3.8 Appendie : orretion életrophorétique du seondordreEn déomposant attentivement les équations de la première partie, on peut s'aperçevoirque notre ériture des interations életrophorétiques n'est pas tout à fait exate. L'e�et
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3.8. APPENDICE : CORRECTION ÉLECTROPHORÉTIQ. DU SECOND ORDRE 97életrophorétique est en fait donné par l'équation
Jelec

i (ri) = Ci(ri)
∑

k

∫

drkT(ri − rk)hik(ri − rk)Ck(rk)Fk(rk)

= Ci(ri)
∑

k

hikT ⊗ CkFk (3.99)où Jelec
i = Ji − Ciω

0
i Fi est le ourant életrophorétique de l'expèe i. Cette équation estplus préise que l'expression (3.4). L'approximation vient du fait que (3.4) onsidère quela densité de fore Ck(rk)Fk(rk) sur l'espèe k est onstante quand le propagateur hydro-dynamique hik(ri −rk)T(ri−rk) n'est pas nul. Cela revient à dire que les partiules k sonten ri omme elles de type i alors qu'en fait elles sont en rk. Cette approximation impliqueen e�et que

Jelec
i (ri) = Ci(ri)

∑

k

Ck(ri)Fk(ri)

∫

drkT(ri − rk)hik(ri − rk). (3.100)En prenant pourT le tenseur d'Oseen, ette équation donne alors le terme életrophorétiquede (3.4) et (3.53).Cette approximation n'est en fait pas néessaire pour obtenir l'expression du oe�ientde di�usion mutuelle (3.67) que nous avons utilisée. En fait les équations de ontinuité(3.3) peuvent être résolues ave l'expression la plus générale (3.99) des interations hydro-dynamiques. En e�et, en ombinant






Ci = C0
i + δCi

Ck = C0
k + δCk

Fk = 0 + δFk

hik = h0
ik + δhik

(3.101)ave (3.99) et en ne onservant que les termes du premier ordre, on obtient le ourantéletrophorétique linéarisé
Jelec

i (ri) = C0
i

∑

k

∫

drkh
0
ik(ri − rk)T(ri − rk)C

0
kFk(rk) (3.102)La transformée de Fourier de e terme donne dans l'équation de ontinuité

∫

dridivJelec
i eiq.ri = −iq.C0

i

∑

k

C0
k

∫

drie
iq.ri

∫

drkh
0
ik(ri − rk)T(ri − rk)Fk(rk)

= −iq.C0
i

∑

k

C0
k

∫

drie
iq.rih0

ik(ri)T(ri)

∫

drie
iq.riFk(ri) (3.103)On retrouve ainsi les équations des modes normaux si

∫

drie
iq.rih0

ik(ri)T(ri) ≃
∫

drih
0
ik(ri)T(ri) (3.104)
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98 CHAPITRE 3. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES DISSOCIÉS'est à dire si l'on ne prend que le terme à l'ordre q0. Le mode de relaxation de Debye,indépendant de q au premier ordre n'est don pas hangé. En revanhe, le mode de di�usionest proportionnel à q2 et il est don a priori modi�é.Si l'on prend pour T le tenseur d'Oseen, le développement limité à l'ordre q2 donnepour une di�usion à une dimension (f//q)
∫

drie
iq.rih0

ik(ri)T(ri) f =

∫

r2h0
ik(r) dr

∫

dθ

∫

dφ
1

8πηr

(
1 + cos2 θ

)
sin θei cos θqr f

=

∫ ∞

0

(
2r

3η
+

2r3

15η
q2 + o(q2)

)

hik(r) dr f (3.105)Le développement à l'ordre q2 du ourant életrophorétique est alors
∫

drdivJelec
i eiq.ri = C0

i

∑

k

C0
k

(
Ωik + Ω′ikq

2
)
∫

dreiq.ridivFk (3.106)où
Ωik =

2

3η
Ck

∫ ∞

0

rhik(r) dr (3.107)et
Ω′ik =

2

15η
Ck

∫ ∞

0

r3hij(r) dr. (3.108)Aussi, l'ensemble des équations est le même que préédemment (3.58), sauf pour Dij quidoit être remplaé par
Dnouveau

ij = Dancien
ij − C0

i

∑

k

Ω′ikC
0
kZkZj

e2

ǫ0ǫr
(3.109)où Dancien

ij est donné par (3.60). En pratique, ette nouvelle expression ne hange pasl'expression (3.67) du oe�ient de di�usion mutuelle. En e�et
D∗ij

nouveau = Dnouveau
ij − Zi

Zj
Dnouveau

ij

= Dancien
ij − Zi

Zj
Dancien

ij

= D∗ij
ancien (3.110)en raison de la ondition d'életroneutralité.En résumé, le oe�ient de di�usion mutuelle (3.67) que nous avons alulé peut êtreobtenu à partir de l'équation générale (3.99). Les termes en q2 dans le propagateur hydro-dynamique, que nous avions négligés, donnent en e�et une ontribution nulle.
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99
Chapitre 4Di�usion mutuelle d'életrolytesassoiés
Sommaire4.1 Importane de la paire pour la dynamique. Cas idéal . . . . . 1004.2 Modes normaux du système non idéal . . . . . . . . . . . . . . 1024.3 Modes normaux ave des omposants de mobilité multiple . 1084.4 Evaluation des di�érentes grandeurs par MSA . . . . . . . . . 1104.5 Résultats et disussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1124.6 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116Nous abordons dans e hapitre le as des életrolytes assoiés. Dans e as, l'interationéletrostatique entre les ions est si forte que l'on peut onsidérer qu'il se forme un nouveauonstituant : la paire d'ions. Deux méanismes di�érents dans leur origine peuvent expliquerette assoiation.� L'assoiation életrostatique, provoquée par l'intensité des fores oulombiennes. Parexemple, les életrolytes 2-2 dans l'eau et les életrolytes 1-1 dans des solvants deonstante diéletrique plus faibles s'assoient sans réelle formation de liaison hi-mique. Pour les propriétés d'équilibre, les di�érentes théories que nous avons rappe-lées préédemment permettent d'obtenir la valeur de la onstante d'assoiation.� L'assoiation himique pour laquelle une vraie liaison himique est formée, araté-risable par une fréquene de vibration moléulaire. C'est le as des aides faibles etdes omplexes.Il y aura don désormais trois espèes dans notre modèle. Par la suite l'indie 1 représenterale ation, 2 l'anion et la paire d'ions assoiés sera représentée par l'indie 3.
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100 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS4.1 Importane de la paire pour la dynamique. Cas idéal4.1.1 Modélisation hydrodynamique de la paireDans le as de la dynamique, l'assoiation, omme dans le as de l'équilibre, peut êtretraitée de deux façons di�érentes. La première méthode onsiste à ne pas traiter explii-tement la paire. Il su�t d'utiliser pour ela une théorie qui la prend en ompte dans unmodèle à deux partiules. HNC, par exemple tient ompte de l'assoiation életrostatique[58℄. Dans e as, le alul de la di�usion mutuelle ne pose pas de problème de prinipe.Il su�t simplement de reprendre les expressions du hapitre préédent en utilisant esfontions thermodynamiques d'équilibre. La seonde méthode onsiste à utiliser un modèlehimique où la paire existe expliitement omme une nouvelle entité dont la onentrationest donnée par une loi d'ation de masse. C'est e que font pour l'équilibre les théories deBjerrum ou d'Ebeling.Si es deux desriptions sont stritement équivalentes sur le plan de l'équilibre, ellesproposent en revanhe deux approhes très di�érentes du transport en solvant ontinu.Dans le premier as, la paire d'ions n'existant pas, les propriétés dynamiques du ationet de l'anion ne sont pas réellement modi�ées quand ils sont assoiés. En partiulier, ilsonservent haun leur propre mobilité. Leur in�uene réiproque ne se traite à e niveauque par l'utilisation d'interations hydrodynamiques. Cei est assez di�ile à onevoirar les modèles tensoriels, omme elui d'Oseen, ne sont valables qui si les partiules sontsu�samment éloignées. Si elles se rapprohent, la desription du hamp hydrodynamiqueprohe est obligatoire, e qui impose une résolution numérique [143, 118℄. De plus, omptetenu de la petite taille des ions, es aluls n'ont de toute façon pas beauoup d'intérêtpratique dans le as des életrolytes. En e�et, lors de la formation de la paire, les moléulesd'eau autour du ation et de l'anion font en fait partie de la même sphère de solvatation,e qui ne permet pas un traitement de leur dynamique par la méanique des �uides.Pour toutes es raisons, nous avons fait le hoix de traiter expliitement la paire d'ionssur le plan dynamique. Nous onsidérerons une nouvelle partiule qui a sa propre mobilité àdilution in�nie, représentée par son oe�ient de di�usion D0
3. Cei permet de renormaliserl'hydrodynamique autour de la paire en la traitant par e paramètre qui traduit une réalitémirosopique omplexe dans laquelle le aratère moléulaire du solvant est fondamental.De même, a�n d'utiliser MSA, ette partiule sera supposée à symétrie sphérique. On luiassoiera ainsi un diamètre σ3. Notre desription des életrolytes assoiés dépend don detrois nouveaux paramètres qui n'existaient pas dans le as sans assoiation : la taille et lamobilité de la paire, ainsi que la onstante K de la loi d'ation de masse.4.1.2 Modes normaux du système dans le as idéalDans e modèle où la paire est traitée expliitement, le as idéal a déja été étudié il ya une dizaine d'années par la méthode des modes normaux [144, 144℄. Dans e as, le �ux
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4.1. IMPORTANCE DE LA PAIRE POUR LA DYNAMIQUE. CAS IDÉAL 101de haque partiule s'érit simplement
Ji = −D0

i gradCi + CiZie
D0

i

kBT
E. (4.1)Si l'on érit la réation himique d'assoiation sous la forme

1 + 2
k0
1
−→
←−
k0
−1

3 (4.2)ave pour la loi d'ation de masse
K =

k0
1

k0
−1

=
C3

C1C2

(4.3)les équations de ontinuité des di�érents onstituants






∂C1

∂t
+ div J1 = −k0

1C1C2 + k0
−1C3

∂C2

∂t
+ div J2 = −k0

1C1C2 + k0
−1C3

∂C3

∂t
+ div J3 = −k0

−1C3 + k0
1C1C2

(4.4)
peuvent être étudiées par la méthode des modes normaux. On obtient alors trois modes







s1 = −4πLB

∑

i CiZiD
0
i

s2 = −(k0
1C1 + k0

1C2 + k0
−1)

s3 = −Dmq
2

(4.5)traduisant les di�érents phénomènes dynamiques du système. Le premier est le mode deDebye qui traduit le retour à l'életroneutralité du système. Le deuxième mode, qui n'étaitpas présent dans le as des életrolytes dissoiés, est le mode de relaxation himique dé-rivant le retour à l'équilibre de la réation (4.2). Ces deux modes de relaxation, qui nedépendent pas au premier ordre de q, ne sont pas propagatifs. Le troisième mode est di�usifet donne le oe�ient de di�usion mutuelle qui est ii pour un életrolyte symétrique
Dm = (1 − λ)DNH

m + λD0
3 (4.6)ave DNH

m le oe�ient de di�usion mutuelle de Nernst-Hartley donné par (3.1) et
λ =

2C3

2C3 + C1

. (4.7)Ainsi, Dm est une moyenne entre le oe�ient de di�usion de l'életrolyte dissoié (DNH
m )et elui de la paire, la paire omptant deux fois plus.
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102 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS4.2 Modes normaux du système non idéal4.2.1 Flux des partiulesNous utilisons les mêmes équations de départ que elles obtenues à partir de l'équationde Smoluhowski dans le hapitre préédent. La seule di�érene vient du fait qu'il y amaintenant un troisième onstituant ainsi que des termes de inétique himique. Pourhaque espèe i, les équations de ontinuité s'érivent don
∂Ci

∂t
+ div Ji = Si (4.8)où Si est une terme de réation himique qui sera expliité plus loin. Dans le référentieldu solvant, nous avons vu que les �ux des partiules sont donnés ave une très bonneapproximation par

Ji = Ci

∑

k

(
D0

i

kBT
δik + Ωik

)

(−gradµk + ZkeE) (4.9)le gradient du potentiel himique pouvant s'érire
gradµi = kBT

∑

j

(
δij
Ci

+
∂ ln γi

∂Cj

)

gradCj. (4.10)Les interations hydrodynamiques sont dérites ii par le tenseur d'Oseen, e qui donnepour les Ωik l'expression
Ωik =

2

3η
Ck

∫ ∞

0

h0
ik(r)r dr. (4.11)Nous utilisons dans ette équation la fontion de distribution d'équilibre h0

ik(r), e quirevient à onsidérer que la relaxation est négligeable.4.2.2 Ériture du terme de réation himiqueLa di�ulté de notre étude vient de l'expression des termes Si de réation des partiulesmises en jeu dans la réation himique. Dans le as des életrolytes symétriques n-n quenous allons onsidérer, les Si sont reliés entre eux par
S1 = S2 = −S3 (4.12)Pour résoudre le système et aluler Dm, il faut leur donner une expression expliite. Ilest bien sûr impossible d'utiliser la même expression que dans le as idéal (4.4). Elle nedonnerait pas la bonne loi d'ation de masse pour l'équilibre puisqu'elle ne tient pas omptedes ativités. En e�et, désormais, la loi d'ation de masse de la réation d'assoiation (4.2)s'érit

Ky =
C0

3

C0
1C

0
2

avec y =
γ1γ2

γ3
(4.13)
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4.2. MODES NORMAUX DU SYSTÈME NON IDÉAL 103où γi représente le oe�ient d'ativité de i.L'extension la plus évidente des lois inétiques serait d'érire les di�érents termes sousla forme
S1 = −k0

1γ1γ2C1C2 + k0
−1γ3C3. (4.14)Mais ette ériture grossière ne permet pas de modéliser la inétique des réations parequ'elle n'est pas en aord ave les études expérimentales.Il manque dans ette expression un fateur essentiel qui est la dépendane des onstantesinétiques ave la onentration. Ce problème a été résolu la première fois par Brönsted[145, 146, 147℄ en proposant que, dans le hemin de la réation, les réatifs forment unomplexe intermédiaire 12⋆ en équilibre himique ave les réatifs. La réation a don lieuen deux étapes :

1 + 2 ⇋ 12⋆ k⋆

−→ 3 (4.15)e qui donne le terme de inétique himique de la réation dans le sens 1+2 −→ 3 suivant :
k0

1

γ1γ2

γ12⋆

C1C2. (4.16)Il faut don dans e modèle faire dépendre la onstante de réation ave l'ativité de l'inter-médiaire réationnel. Cela onduit à ompliquer l'ériture des lois inétiques. Leur validitéreste d'ailleurs très limitée, puisque l'expression préédente de Brönsted n'est valable quedans le adre du modèle utilisé [148℄.On peut ependant supposer qu'il n'est pas néessaire de très bien érire e termede inétique himique pour obtenir Dm. En e�et, la di�usion mutuelle est un proessusen réponse linéaire, 'est à dire qu'elle onerne des systèmes très prohes de l'équilibre.L'ériture exate de la inétique himique peut don se faire en réponse linéaire, en utilisantpar exemple les lois de la thermodynamique des phénomènes irréversibles, qui sont valablesdans e as. Cela reviendrait d'ailleurs à érire au premier ordre le terme de inétiquehimique sous la forme (4.14).Il est même assez intuitif de penser que Dm ne doit pas dépendre de l'ériture de lainétique de la réation. En e�et, le mode di�usif représente la di�usion ommune des deuxions (en raison de l'életroneutralité) et de la paire (en raison de la réation himique). Leproessus a don lieu pour des temps bien supérieurs au temps de Debye et au temps derelaxation de la réation himique. Le détail de elle-i ne doit don pas ompter. Nousallons don utiliser l'ériture la plus générale possible de la réation himique en érivant
S1 = S2 = −S3 = ka(C3 −Ky C1 C2) (4.17)où ka n'est pas une onstante mais une fontion des variables intensives du système. Ilreprésente l'ériture exate inonnue de la inétique himique. La seule hose que supposeette ériture, 'est qu'à l'équilibre, quand la loi d'ation de masse est véri�ée, le terme deinétique himique est nul. Pour aluler expliitement le oe�ient de di�usion mutuelle,il faut don que elui-i ne dépende pas de ka qui n'est pas onnue.

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



104 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS4.2.3 Calul du oe�ient de di�usion mutuelleNous allons omme dans le as préédent utiliser la méthode des modes normaux. Ononsidère don de petits éarts δCi par rapport aux onentrations d'équilibre C0
i :

Ci = C0
i + δCi. (4.18)Le hamp életrique est donné par l'équation de Poisson

div E =
e

ǫrǫ0

∑

j

CjZj =
e

ǫrǫ0

∑

j

δCjZj . (4.19)La seonde égalité déoule diretement de l'életroneutralité valable ave les onentrationsd'équilibre.L'équation de onservation (4.8) devient alors, au premier ordre en onentrations δCi

∂δCi

∂t
− kBTC

0
i

∑

k

(
D0

i

kBT
δik + Ωik

)
∑

j

(
δkj

C0
k

+
∂ ln γk

∂Cj

)

∆δCj

+
e2

kBTǫrǫ0
C0

i

(

D0
iZi + kBT

∑

k

ΩikZk

)∑

j

Zj δCj = Si. (4.20)Le terme de inétique himique est linéarisé en érivant
S1 = S2 = −S3 = k3δC3 − k1δC1 − k2δC2 (4.21)où

k1 = kaKy

(

C0
2 + C0

1C
0
2

∂ ln y

∂C1

)

k2 = kaKy

(

C0
1 + C0

1C
0
2

∂ ln y

∂C2

)

k3 = ka

(

1 −KC0
1C

0
2

∂y

∂C3

)

. (4.22)On obtient alors le système d'équations linéaires
∂δCi

∂t
+

3∑

j=1

(

Qij −Dij∆
)

δCj = Si (4.23)ave
Dij = D0

i δij + C0
i D

0
i

∂ ln γi

∂Cj
+ kBT

C0
i Ωij

C0
j

+ kBTC
0
i

∑

k

Ωik
∂ ln γk

∂Cj
(4.24)et

Qij = Zje
2 C0

i

kBTǫrǫ0
(ZiD

0
i + kBT

∑

k

ZkΩik). (4.25)
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4.2. MODES NORMAUX DU SYSTÈME NON IDÉAL 105La méthode des modes normaux [74℄, dérite dans le hapitre préédent est ii assezompliquée ar il y a trois onstituants. Elle permet de aluler les di�érents modes dusystème. On obtient, omme pour le as idéal, trois modes. Nous allons les expliiter dansle as d'une assoiation symétrique où la paire est neutre. Le premier mode est elui deDebye. Il est assoié à la valeur propre aratéristique
s1 = −Q11 −Q22 (4.26)et traduit le retour à l'életroneutralité. Notons que ette relaxation életrique n'est mo-di�ée que par les e�ets hydrodynamiques. Elle ne dépend pas de l'ériture préise de lahimie. Le deuxième mode orrespond à la relaxation himique
s2 = −k1 − k2 − k3 (4.27)qui dépend expliitement de l'ériture de ka. Il peut être, suivant les életrolytes, plusrapide ou plus lent que le mode de Debye. Dans le as où il est plus petit, on peut lemesurer par des méthodes ondutimétriques.Le troisième mode

s3 = −Dmq
2 (4.28)est le mode di�usif orrespondant à la di�usion mutuelle. Son expression préise (donnéeii dans le as des életrolytes symétriques où la paire 3 est neutre), s'érit

Dm = (1 − λ)D∗12 + λD∗3 ave : λ =
k1 + k2

k1 + k2 + k3
(4.29)ave







D∗12 =
Q11(D21 +D22 +D31 +D32)

Q11 +Q22

+
Q22(D11 +D12 +D31 +D32)

Q11 +Q22

+
Q31(D21 +D22 −D11 −D12)

Q11 +Q22

D∗3 = D33 +
D13(Q22 +Q32) +D23(Q11 +Q31)

Q11 +Q22

(4.30)
Si ni les interations hydrodynamiques, ni les oe�ients d'ativité ne sont pris en ompte,on retrouve logiquement les expressions (4.6) et (4.7). Comme dans le as idéal, le oe�ientde di�usion mutuelle Dm est une sorte de moyenne entre le oe�ient de di�usion mutuelledes ions libres D∗12 et elui de la paire D∗3. Mais la séparation des deux termes n'est plustotale. On perçoit par exemple dans D∗12 l'in�uene de la paire à ause des oe�ientsd'ativité et des interations hydrodynamiques. On remarque aussi que, omme on s'yattendait, Dm ne dépend pas de ka, Il n'est don bien que fontion de l'équilibre de laréation himique mais pas de sa inétique qui n'a pas besoin d'être expliitée.
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106 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS4.2.4 Simpli�ation de l'expression de DmLa méthode des modes normaux donne diretement le oe�ient de di�usion mutuelle,mais le résultat est loin d'être simple et il est assez di�érent de elui du as sans assoiation.Il est possible de le simpli�er en onsidérant non pas les onentrations des trois espèes,mais elle des ions, libres ou assoiés. On érit don
CT

i = Ci + C3 (4.31)pour i = 1, 2. Dans ette expression, CT
i est la onentration totale de l'ion i, libre ouassoié.Plaçons nous au delà du temps de relaxation de la réation himique. Dans e as laloi d'ation de masse s'érit au premier ordre en onentrations

k3δC3 − k1δC1 − k2δC2 = 0 (4.32)e qui donne
δC3 =

k1

k3
δC1 +

k2

k3
δC2. (4.33)Comme δCT

1 = δC1 + δC3 et δCT
2 = δC2 + δC3, on en déduit les relations de passage reliantles onentrations libres et liées :

(
δCT

1

δCT
2

)

=

(
1 + k1/k3 k2/k3

k1/k3 1 + k2/k3

)(
δC1

δC2

) (4.34)En inversant la matrie, on peut en déduire les relations inverses






δC1 = (1 − x1)δC
T
1 − x2δC

T
2

δC2 = −x1δC
T
1 + (1 − x2)δC

T
2

δC3 = x1δC
T
1 + x2δC

T
2

avec

{
x1 = k1

k1+k2+k3

x2 = k2

k1+k2+k3

(4.35)Il est alors possible de transformer les équations de onservation linéarisées (4.23) à troisonstituants en équations à deux onstituants en additionnant la onservation de la paireà elle des deux autres. On obtient �nalement, après utilisation de (4.35) pour i = 1, 2 :
∂δCT

i

∂t
+

2∑

j=1

(QT
ij −DT

ij∆)δCT
j = 0 (4.36)ave {

DT
ij = Dij +D3j − xj(Dii +D3i +Dij +D3j −Di3 −D33)

QT
ij = Qij +Q3j

(4.37)On peut alors reprendre le alul en modes normaux qui donne ii
Dm =

QT
11(D

T
22 − Z2

Z1
DT

21) +QT
22(D

T
11 − Z1

Z2
DT

12)

QT
11 +QT

22

. (4.38)

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



4.2. MODES NORMAUX DU SYSTÈME NON IDÉAL 107L'ériture des termes en DT
ij peut se simpli�er en utilisant la loi d'ation de masse. Celapermet d'obtenir l'expression

DT
ij = D0

iC
0
i

∂βµi

∂CT
j

+ kBTC
0
i

3∑

k=1

Ωik
∂βµk

∂CT
j

+D0
3C

0
3

∂βµ3

∂CT
j

+ kBTC
0
3

3∑

k=1

Ω3k
∂βµk

∂CT
j

(4.39)dont les deux premiers termes se rapportent à l'ion libre i et les deux derniers à l'espèe isous forme de paire.En utilisant la relation de Gibbs-Duhem et l'équilibre µ3 = µ1 +µ2 on peut obtenir uneexpression plus simple de Dm. Le résultat �nal est alors :
Dm =

QT
11D

∗T
21 +QT

22D
∗T
12

QT
11 +QT

22

(4.40)ave






QT
ij =

Zje
2

kBTǫ0ǫr

[

Ci(ZiD
0
i + kBT

3∑

k=1

ZkΩik) + C3kBT

3∑

k=1

ZkΩ3k

]

D∗Tij = (1 − α)D0
i

∂βP

∂CT
i

+ αD0
3

(
∂βP

∂CT
i

+
∂βP

∂CT
j

)

+ (1 − α)kBT

[

Ωii
∂βP

∂CT
i

+ Ωij
∂βP

∂CT
j

+ Ωi3

(
∂βP

∂CT
i

+
∂βP

∂CT
j

)]

+ αkBT

[

Ω3i
∂βP

∂CT
i

+ Ω3j
∂βP

∂CT
j

+ Ω33

(
∂βP

∂CT
i

+
∂βP

∂CT
j

)]

(4.41)
ave α le taux d'assoiation et P la pression osmotique. Cette expression est formellementtrès prohe de elle obtenue lorsqu'il n'y avait pas d'assoiation. Dans l'expression de D∗Tij ,les termes se rapportant à la paire 3 sont dédoublés ar le potentiel himique de la paireest le somme des potentiels himiques des deux ions.Les expressions (4.40) et (4.41) sont formellement équivalentes à la formule (4.29) obte-nue par la résolution lassique des modes normaux. Elles donnent le oe�ient de di�usionmutuelle d'un életrolyte symétrique dans le référentiel du solvant. Pour aluler Dm dansle as des életrolytes dissymétriques, il faut reprendre tout le alul qui est dans e asbeauoup plus ompliqué, en partiulier pare que la paire n'est pas neutre. Nous allonsen fait proposer maintenant une autre méthode pour aluler le oe�ient de di�usion
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108 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉSmutuelle équivalente à la préédente, mais beauoup plus rapide.4.3 Méthode des modes normaux ave des omposantsde mobilité multiple4.3.1 PrinipeLe paragraphe préédent suggère, par l'ériture du résultat, que tout se passe ommesi haque onstituant 1 et 2 se omportait omme une espèe double représentant l'ionlibre et la paire, de mobilité di�érente et de potentiel himique donné par les lois de lathermodynamique. On peut utiliser ette idée pour alulerDm beauoup plus rapidement,dans des as plus ompliqués que elui d'un életrolyte symétrique. Il onvient de bien noterque ette méthode n'est appliable que pour des éhelles de temps bien supérieures à ladurée de la réation himique. Par exemple, la valeur du temps de Debye donnée par etteméthode n'a pas de raison d'être valable si la durée de la réation himique est supérieureà la durée du retour à l'életroneutralité. En revanhe, omme le oe�ient de di�usionmutuelle ne dépend pas de la inétique de la réation, la valeur alulée sera orrete. Nousretrouverons d'ailleurs dans le as des életrolytes symétriques la valeur obtenue dans lasetion préédente.Considérons les trois espèes 1, 2 et 3. La réation himique d'assoiation s'érit en toutegénéralité ν11 + ν22 = 3. Le potentiel himique de 3 est donné par la relation µ3 = ν1µ1 +
ν2µ2. La onentration totale de haque espèe i = 1, 2 sera dans e as CT

i = Ci + νiC3.On pourra don érire
C libre

i = (1 − αi)C
T
i Cassocié

i = αiC
T
i C3 =

α1C
T
1

ν1
=
α2C

T
2

ν2
(4.42)ave αi le taux de dissoiation de l'ion i. αi étant donné par la loi d'ation de masse, ildépend des onentrations.Le alul de la setion préédente onduit à penser que le �ux de l'espèe i, pour destemps plus grands que elui de la réation himique, peut s'érire

Ji = (1 − αi)C
T
i

D0
i

kBT

[
− gradµi + ZieE

]
+ αiC

T
i

D0
3

kBT

[
− grad (ν1µ1 + ν2µ2) + Z3eE

]

+CT
i

3∑

k=1

[
(1 − αi)Ωik + αiΩ3k

]
(−grad µk + ZkeE). (4.43)L'expression du �ux de i est ainsi dédoublée en parties libres et assoiées. Cette séparationne pose pas de problème pour la partie onernant les potentiels himiques. On avait vud'ailleurs que la séparation est d'un point de vue thermodynamique �tive. Elle dépendde la onvention que l'on prend pour dé�nir la paire. En revanhe, ette déompositionn'est pas du tout arbitraire pour dérire les propriétés dynamiques. La paire ne peut pasêtre traitée omme l'ion libre ar sa mobilité est di�érente. Notons qu'il n'est pas faile de
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4.3. MODES NORMAUX AVEC DES COMPOS. DE MOBILITÉ MULTIPLE 109justi�er ette expression du �ux de i à partir de l'équation de Smoluhowski, omme nousl'avons fait dans le hapitre préédent. Si on veut garder un modèle à deux omposants,il faut sûrement introduire dans l'équation de Smoluhowski, soit aussi des mobilités mul-tiples, soit utiliser un traitement hydrodynamique beauoup plus performant, en allant enpartiulier au delà de l'approximation de superposition des tenseurs à deux partiules.4.3.2 Expression générale du oe�ient de di�usion mutuelleGràe à ette ériture des �ux, le alul e�etif de Dm est grandement simpli�é arnous n'avons que deux espèes. Le alul des mode normaux ne met en jeu que les valeurspropres d'une matrie 2× 2. En prinipe, les αi, Ωij et ∂βµi

∂CT
i

ne sont pas onstants, mais lalinéarisation permet d'annuler leurs variations ar au premier ordre elles sont multipliéespar des termes de fores nuls à l'équilibre.Le alul est ainsi assez prohe de elui e�etué dans le as des életrolytes symétriques.Dans le as général d'un életrolyte quelonque, on obtient �nalement l'expression
Dm =

QT
11D

∗T
21 +QT

22D
∗T
12

QT
11 +QT

22

(4.44)ave






QT
ij =

Zje
2

kBTǫ0ǫr

[

(1 − αi)C
T
i (ZiD

0
i + kBT

3∑

k=1

ZkΩik) + αiC
T
i (Z3D

0
3 + kBT

3∑

k=1

ZkΩ3k)

]

D∗Tij = (1 − αi)D
0
i

∂βP

∂CT
i

+ αiD
0
3

(
∂βP

∂CT
i

+
∂βP

∂CT
j

)

+ (1 − αi)kBT

[

Ωii
∂βP

∂CT
i

+ Ωij
∂βP

∂CT
j

+ Ωi3

(
∂βP

∂CT
i

+
∂βP

∂CT
j

)]

+ αikBT

[

Ω3i
∂βP

∂CT
i

+ Ω3j
∂βP

∂CT
j

+ Ω33

(
∂βP

∂CT
i

+
∂βP

∂CT
j

)] (4.45)et αi = νiC3/C
T
i le taux de dissoiation.La méthode proposée est stritement équivalente à la préédente, omme on peut levéri�er dans le as des életrolytes symétriques. Le résultat, obtenu sous une forme simple,est une généralisation de elui orrespondant aux életrolytes dissoiés. Un autre intérêt dee alul vient du fait qu'il est diretement généralisable au as des assoiations multiples ;il se ramènerait toujours aux deux espèes 1 et 2, alors que la méthode générale néessitede aluler le déterminant d'une matrie d'ordre parfois bien supérieur à deux, e qui nepeut se faire pratiquement que dans le as idéal.
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110 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS4.4 Evaluation des di�érentes grandeurs par MSAToutes le grandeurs d'équilibre et de transport néessaires pour aluler Dm peuventêtre obtenues à partir des gij(r). On pourrait utiliser des méthodes numériques pour dérirele système. Mais ii, le alul est plus di�ile que dans la partie préédente ar on a besoindes ativités des onstituants à ause de la réation himique, e qui se fait par intégration[4℄ et néessite don plusieurs aluls pour un seul point de di�usion mutuelle. Cei justi�el'utilisation de MSA où l'intégration est faite analytiquement.4.4.1 Calul des termes d'ativitéLa formule générale de Dm ontient des dérivées par rapport aux onentrations totales.Il onvient don de les transformer en dérivées par rapport aux onentrations du systèmeà trois omposants. De façon générale
∂βP

∂CT
i

=
∂βP

∂C1

∂C1

∂CT
i

+
∂βP

∂C2

∂C2

∂CT
i

+
∂βP

∂C3

∂C3

∂CT
i

(4.46)e qui fait que nous devons aluler les ∂Ck

∂CT
i

pour k = 1, 2, 3 et i = 1, 2. En notant
y = γν1

1 γ
ν2
2 /γ3, l'équilibre s'érit :

Ky =
C3

Cν1
1 C

ν2
2

. (4.47)La di�érentiation de ette dernière équation, suivie de l'inversion de matrie donne aprèsaluls l'expression des dérivées reherhées






δC1 = (1 − ν1x1)δC
T
1 − ν1x2δC

T
2

δC2 = −ν2x1δC
T
1 + (1 − ν2x2)δC

T
2

δC3 = x1δC
T
1 + x2δC

T
2

avec







x1 =
k∗1

ν1k∗1 + ν2k∗2 + k∗3

x2 =
k∗2

ν1k∗1 + ν2k∗2 + k∗3

(4.48)
les k∗i étant donnés par







k∗1 = KCν2
2 C

ν1−1
1

(

ν1y + C1
∂y

∂C1

)

k∗2 = KCν1
1 C

ν2−1
2

(

ν2y + C2
∂y

∂C2

)

k∗3 = 1 −KCν1
1 C

ν2
2

∂y

∂C3

(4.49)
Nous avons de ette façon exprimé le oe�ient de di�usion mutuelle par une formuleentièrement à trois omposants.
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4.4. EVALUATION DES DIFFÉRENTES GRANDEURS PAR MSA 111Utilisons MSA pour aluler les termes en y. On se plae dans l'approximation Pn = 0.Le paramètre d'érantage Γ est ainsi dé�ni par l'équation impliite
Γ2 = πLB

∑

i

Ci
Z2

i

(1 + Γσi)2
(4.50)ave

LB =
e2

4πǫ0ǫrkBT
. (4.51)On peut séparer y en deux termes, oulombien et de sphères dures :

y = ycySD ⇐⇒ ln y = ln yc + ln ySD =⇒ ∂y

∂Ci

= y

(
∂ ln yc

∂Ci

+
∂ ln ySD

∂Ci

) (4.52)Les termes oulombiens sont [47℄ :
ln yc = −ν1

LBΓZ2
1

1 + Γσ1
− ν2

LBΓZ2
2

1 + Γσ2
+
LBΓZ2

3

1 + Γσ3
(4.53)

∂ ln yc

∂Ci
= − ∂Γ

∂Ci

(
ν1LBΓZ2

1

1 + Γσ1
+
ν2LBΓZ2

2

1 + Γσ2
− LBΓZ2

3

1 + Γσ3

) (4.54)ave
∂Γ

∂Ci

=
πLBZ

2
i

2Γ(1 + Γσi)2 + 2πLB

∑

k

(1 + Γσi)
2

(1 + Γσk)3
CkZ

2
kσk

(4.55)Les termes de sphères dures, obtenus dans la même approximation qu'au hapitre préédents'érivent
ln ySD = −Y0 ln(1−X3)+

3Y1X2 + 3Y2X1 + Y3X0

1 −X3

+
9
2
Y2X

2
2 + 3Y3X1X2

(1 −X3)2
+

3Y3X
2
2

(1 −X3)3
(4.56)

∂ ln ySD

∂Ci
=

W0σ
3
i + 3W1σ

2
i + 3W2σi +W3

1 −X3

+
3W1X2σ

3
i +W2(3X1σ
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2
i ) +W3 (X0σ

3
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+
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2σ

3
i +W3(6X1X2σ

3
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i )

(1 −X3)3
+
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3
2σ

3
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(1 −X3)4
(4.57)ave

Yn = ν1σ
n
1 + ν2σ

n
2 + σn

3 , Wn =
π

6
Yn, Xn =

π

6

∑

k

Ckσ
n
k . (4.58)
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112 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS4.4.2 Mise en ÷uvreLes autres grandeurs néessaires pour aluler le oe�ient de di�usion mutuelle ontdéjà été données dans le hapitre préédent dans le as où l'életrolyte était entièrement dis-soié. Dans le as présent, ils s'obtiennent par une généralisation immédiate en onsidérantun troisième onstituant. Nous n'y reviendrons don pas.Le alul de Dm néessite la onnaissane préalable du taux d'assoiation et du pa-ramètre d'érantage Γ. Pour les appliations numériques, nous les avons alulés grâe àl'équation impliite qui dé�nit Γ et grâe à la loi d'ation de masse, en utilisant une mé-thode de réinjetion, les deux grandeurs se alulant simultanément. Les valeurs initialesde la boule qui ont été hoisies sont elles orrespondant à une assoiation idéale pour letaux d'assoiation et à la théorie Debye-Hükel pour le paramètre d'érantage (Γ = κD/2).Il onvient de ne pas oublier que tous nos aluls ont été faits dans le référentiel dusolvant. Pour omparer ave les données expérimentales obtenues dans le référentiel desvolumes, il faut don utiliser la formule de onversion
Dexp

m = ΦDcalc
m (4.59)ave Dexp

m et Dcalc
m les deux oe�ients de di�usion mutuelle, respetivement expérimentalet alulé. La fration volumique Φ est obtenue omme dans le hapitre préédent.4.5 Résultats et disussion4.5.1 In�uene des di�érents paramètresNotre modèle de di�usion mutuelle qui onsidère expliitement la paire d'ions néessiteinq paramètres ajustables : les tailles des ions et de la paire, la onstante d'assoiation,et le oe�ient d'autodi�usion de la paire à dilution in�nie. Ce nombre est élevé et 'estl'inonvénient majeur de notre modèle. Dans la �gure 4.1, nous présentons e que l'onobtient pour le oe�ient de di�usion mutuelle de ZnSO4 ave les paramètres σZn2+ =

1,88Å, σSO2−
4

= 5,16Å, σpaire = 7,04Å, Dpaire = 6,97 10−10 m2 s−1 et K = 214 L mol−1. Lesoe�ients d'autodi�usion de Zn2+ et de SO2−
4 à dilution in�nie sont respetivement 7,05et 6,62 10−10 m2.s−1.L'aord est, pour es valeurs partiulières des paramètres, exellent. La orretion deréférentiel est négligeable. Le volume molaire partiel de ZnSO4 reste en e�et très faible,la densité de la solution étant à peu près onstante. La loi limite en raine arrée de laonentration n'est valable que pour des onentrations très petites, inférieures à 0,005

mol L−1. La paire se forme assez t�t et impose alors une valeur de Dm plus élevée. Notremodèle, en très bon aord ave les expérienes pour des onentrations faibles, ne peutêtre appliqué au dessus de 1,5 mol L−1. En e�et, il prévoit une déroissane du oe�ient dedi�usion mutuelle assez brutale vers 2 mol L−1, alors qu'elle n'a expérimentalement lieu quevers 3 mol L−1. Ce omportement, qui avait déja été observé dans le as sans assoiation estdû aux interations hydrodynamiques. Aux hautes onentrations, omme on s'y attend,
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4.5. RÉSULTATS ET DISCUSSION 113
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Fig. 4.1 � Coe�ient de di�usion mutuelle de ZnSO4 dans l'eau à 25 oC en fontion de laraine arrée de la onentration. Trait plein : théorie. Tirets : théorie dans le référentiel dusolvant ('est à dire sans la orretion de référentiel). Pointillés : théorie sans assoiation.
♦ : valeurs expérimentales extraites de [140℄.notre modèle, basé sur le tenseur d'Oseen, n'est plus valide pare qu'il surestime l'e�etéletrophorétique.A�n d'essayer de diminuer le nombre de paramètres du modèle, nous avons ajusté esdi�érentes grandeurs a�n de retrouver Dm dans di�érentes onditions. Les résultats sontdonnés sur la �gure 4.2. Sauf pour les deux ajustements ave des rayons moyens, les ourbesde di�usion mutuelle obtenues sont toujours très prohes des valeurs expérimentales et nedi�érent pas signi�ativement de elle donnée sur la �gure 4.1.On remarque que les diamètres des ions ne varient pas beauoup pour les di�érentesséries d'ajustement. Cela signi�e que e sont des grandeurs déterminantes dans la valeur de
Dm et elles ne peuvent pas être arbitrairement �xées. Ces diamètres ioniques sont toujoursplus grands que le diamètre ristallographique des ions. Ils traduisent bien une hydratationpositive. Pour diminuer le nombre de paramètres ajustables, on pourrait tout d'abordessayer un traitement ave des rayons moyens qui donne de très bons résultats dans le asde la ondutivité [100, 101℄. Malheureusement, on onstate que pour Dm, ela n'est paspossible. En e�et, les ajustements obtenus sont mauvais, même si on se permet d'ajustertous les autres paramètres. La valeur de K que l'on obtient est d'ailleurs assez di�érentede elle mesurée par d'autres tehniques, e qui réduit à néant tout espoir d'autoohérene
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114 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS
n σZn2+ σSO2−

4
σpaire Dpaire K Σ

5 2,03Å 5,59Å 10,55Å 6,87 10−10 m2.s−1 142 L.mol−1 0,89 %

4 1,98Å 5,22Å 8,73Å 6,73 10−10 m2.s−1 200 L.mol−1 1,1 %

4 (σ moyen) 3,10Å 3,10Å 8,80Å 6,49 10−10 m2.s−1 297 L.mol−1 3,1 %

3 1,69Å 5,74Å 7,17Å 6,84 10−10 m2.s−1 200 L.mol−1 1,6 %

2 1,80Å 5,47Å 7,28Å 6,74 10−10 m2.s−1 200 L.mol−1 2,0 %

2 1,88Å 5,16Å 7,04Å 6,97 10−10 m2.s−1 214 L.mol−1 2,3 %

2 1,91Å 5,16Å 7,07Å 6,94 10−10 m2.s−1 200 L.mol−1 2,4 %

1 1,91Å 5,16Å 7.07Å 6,94 10−10 m2.s−1 200 L.mol−1 2,4 %

1 (σ moyen) 3.07Å 3,07Å 6,13Å 8,00 10−10 m2.s−1 200 L.mol−1 8,5 %Fig. 4.2 � Paramètres du modèle pour ZnSO4 en modi�ant le nombre des grandeurs ajus-tées. Les paramètres ajustés sont en aratère gras. Quand ils ne sont pas ajustés, σSO2−
4

estle diamètre ristallographique,K la onstante obtenue à partir des mesures de ondutivitéou de alorimétrie, σpaire est la somme des diamètres des ions et Dpaire est donné par larelation de Stokes-Einstein Dpaire = kBT
3πησpaire

. Σ est l'éart type.de notre modèle. Dans le as de la ondutivité qui dépend essentiellement de la relaxationdé�nie par g+−(r), les auto-orrélations g++(r) et g−−(r) ne jouaient qu'un r�le seondaire.Ii en revanhe, leur importane est apitale à la fois pour les termes de pression osmotiqueet les termes d'interations hydrodynamiques. Si l'on veut réduire le nombre de paramètresajustables la seule solution n'est don pas de faire un traitement en rayon moyen, mais deprendre pour un ion son diamètre ristallographique de Pauling en supposant qu'il est trèspeu solvaté, e qui est ii le as de SO2−
4 .On remarque de la même façon dans 4.2 que le oe�ient d'autodi�usion de la paireà dilution in�nie Dpaire est un paramètre ruial du modèle. Les valeurs ne hangent pasbeauoup : elles sont toutes prohes de 6,86 10−10m2 s−1 (sauf pour les traitements en rayonmoyen qui donnent de toute façon de mauvais résultats). Cei est assez intuitif si l'on serappelle que dans le as idéal Dm est simplement une moyenne du oe�ient des ions libreset de elui de la paire. Ce dernier est don d'une importane apitale pour le modèle. Enrevanhe, le diamètre de la paire semble pouvoir prendre des valeurs très di�érentes. Cei seomprend assez bien ar il n'in�uene pas au premier ordre en onentration le pourentagede paires. Cei est d'autant plus intéressant que l'hypothèse la plus ritiquable de notremodèle est le traitement de la paire omme une sphère dure. Apparemment, la forme deette partiule n'in�uene pas trop la valeur de Dm et l'approximation sphérique paraîtdon moins grossière. Si l'on veut limiter le nombre de paramètres, on peut don utiliserla relation de Stokes-Einstein pour obtenir σpaire ou a�rmer que σpaire = σ3 = σ1 + σ2.
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4.5. RÉSULTATS ET DISCUSSION 115La onstante d'assoiation est omparable à elle obtenue à partir de la ondutivité[100℄ ou à partir des mesures de haleurs de dilution [6℄. Dans le as où l'on a ajusté les5 paramètres, la valeur est un peu plus faible. En fait, dans e as, quand on regarde laourbe, on onstate que les éarts ave les valeurs expérimentales ont lieu pour les faiblesonentrations. Il manque don probablement des mesures deDm aux faibles onentrationspour obtenir une détermination plus préise dans e as. Il est ainsi possible d'utiliser ladi�usion mutuelle pour mesurer la onstante d'assoiation K. On peut montrer que nosdiamètres ioniques sont très prohes de eux alulés par les théories mirosopiques del'assoiation. Si elle-i est purement életrostatique, elle peut en e�et être donnée par
K =

∫ +∞

σ

(

el/r − 1 − l

r
− l2

2r2
− l3

6r3

)

4πr2 dr

= 4πl3
+∞∑

i=4

(l/σ)3

i!(i− 3)
(4.60)où l = −z1z2e2

4πǫkBT
et σ = σ1+σ2

2
. Si σ1 = 2,03 Å et σ2 = 5,59 Å, ette formule donne la valeur

K = 218 L.mol−1, e qui est de l'ordre de grandeur de la valeur ajustée ou obtenue pard'autres méthodes.En onlusion, le moyen le plus simple pour diminuer le nombre de paramètres ajus-tables est d'ajuster la taille du ation et le oe�ient d'autodi�usion à dilution in�nie dela paire. Sauf pour le traitement en rayon moyen, on obtient de toute façon un exellentaord ave les valeurs expérimentales, la di�érene (< 2%) étant d'ailleurs du même ordrede grandeur.4.5.2 Autoohérene du modèleNous avons aussi étudié le oe�ient de di�usion mutuelle de MgSO4. Le résultat estdonné sur la �gure 4.3 ave les paramètres σMg2+ = 2,15 Å, σSO2−
4

= 5,50 Å, σpaire =

10,14 Å, Dpaire = 6,71 10−10 m2 s−1 et K = 161 L mol−1. La valeur de la onstante est iiexatement elle obtenue par des mesures alorimétriques [6℄. Si on applique la proéduredérite préédemment pour diminuer le nombre de paramètres ajustables, le résultat esttoujours en très bon aord ave les valeurs expérimentales, l'erreur étant toujours inférieureà 3 %. Les paramètres ajustés sont alors σMg2+ = 2,15 Å et Dpaire = 7,52 10−10 m2 s−1. Iienore, on remarque que la orretion de référentiel est très faible.Comme pour notre étude du hapitre préédent, on peut tester l'autoohérene dumodèle primitif résolu dans notre théorie MSA, en véri�ant si nos paramètres sont apablesde retrouver les autres propriétés de transport et d'équilibre. Ave les mêmes paramètresque pour les �gures 4.1 et 4.3, la pression osmotique obtenue, qui est donnée dans la �gure4.4 est en assez bon aord ave les valeurs expérimentales.On peut aussi omparer ave la ondutivité. Dans le as de MgSO4, le traitement parMSA [101℄ permet de retrouver très préisément les valeurs expérimentales ave σMg2+ =

1,3 Å, σSO2−
4

= 5,2 Å, σpaire = 7,0 Å, et K = 170 L mol−1, e qui orrespond assez bien à
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116 CHAPITRE 4. DIFFUSION MUTUELLE D'ÉLECTROLYTES ASSOCIÉS

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
C  /  mol

1/2
L

−1/2

0.2

0.4

0.6

0.8

1

D
m
  /

  1
0−

9  m
2 s−

1

MgSO4

Fig. 4.3 � Coe�ient de di�usion mutuelle de MgSO4 dans l'eau à 25 oC en fontion de laraine arrée de la onentration. Trait plein : théorie. Pointillés : théorie dans le référentieldu solvant ('est à dire sans la orretion de référentiel. ♦ : valeurs expérimentales extraitesde [140℄.nos paramètres. Notons que la ondutivité n'étant pas in�uenée par le mouvement de lapaire, elle ne dépend pas du oe�ient d'autodi�usion à dilution in�nie de elle-i. Dans leas de ZnSO4, le traitement MSA de la ondutivité n'a été proposé qu'en rayon moyen. Ilredonne les valeurs expérimentales ave les mêmes paramètres que les n�tres, la taille desions σZn2+ = σSO2−
4

= 3,0Å restant assez prohe du diamètre moyen que l'on peut alulerà partir de nos paramètres de di�usion mutuelle. En tout état de ause, l'autoohérenedu modèle primitif testée sur plusieurs grandeurs parait assez bien véri�ée.4.6 ConlusionLa théorie de la di�usion mutuelle des életrolytes assoiés que nous avons proposée sefondait sur un traitement expliite de la paire, tant pour les propriétés d'équilibre que poursa mobilité. En appliquant la théorie MSA pour les aluls des di�érentes grandeurs, un trèsbon aord a été trouvé jusqu'à des onentrations élevées pour les életrolytes symétriquesqui ont été étudiés. Il serait possible d'appliquer notre théorie à d'autres életrolytes dansl'eau, ou dans d'autres solvants, même si globalement les mesures aux hautes onentrationspour lesquelles notre modèle est partiulièrement intéressant, ne sont pas si ourantes. Les
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4.6. CONCLUSION 117
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Fig. 4.4 � Coe�ient osmotique (au niveau Lewis-Randall) de ZnSO4 et de MgSO4 dansl'eau à 25 oC en fontion de la raine arrée de la onentration. Trait plein : théorie MSA.Pointillés : théorie au niveau Ma Millan-Mayer ('est à dire sans orretion). ♦ : valeursexpérimentales extraites de [7℄.valeurs de la onstante d'assoiation que nous avons obtenues se sont révélées être entrès bon aord ave elles mesurées par d'autres méthodes. Notre théorie de la di�usionmutuelle propose ainsi une méthode pour mesurer K.Notre théorie pourrait aussi assez diretement être appliquée à la di�usion de onsti-tuants plus gros omme elle de mielles formées par l'assoiation de surfatants [149℄.Il faudrait néanmoins aller dans e as au delà de l'approximation Pn = 0. De même,elle pourrait être assez failement généralisée à la di�usion dans les mélanges d'életro-lytes [150, 151, 125, 152℄, e qui pourrait être un test enore plus déterminant du modèleprimitif.Rappelons pour onlure que même si nos aluls sont valables dans une très bonneapproximation, la théorie qui la fonde (elle du mouvement brownien) et le modèle utilisé(le modèle primitif) sont loin d'être exats. L'aord ave les données expérimentales (del'ordre de quelques %) ne peut don pas être aussi préis que les inertitudes de la mesure.
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119
Chapitre 5Calul du oe�ient de di�usionmutuelle par dynamique brownienne
Sommaire5.1 Méthode de la dynamique brownienne . . . . . . . . . . . . . . 1205.2 Calul des oe�ients de transport . . . . . . . . . . . . . . . . 1235.3 Résultats et disussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129Dans les deux hapitres préédents, nous avons alulé expliitement le oe�ient dedi�usion mutuelle dans le adre de l'approximation MSA. Nous proposons ii le moyen del'obtenir par dynamique brownienne. L'intérêt d'utiliser une telle méthode de simulationest évident : il est alors possible de dérire la dynamique du système quel que soit lemodèle mirosopique utilisé. On peut ainsi obtenir le transport des ions pour n'importequel potentiel d'interation entre les partiules. De plus, la dynamique brownienne est uneméthode exate dans son prinipe, 'est à dire que si on était apable de aluler aveune préision in�nie et ave un très grand nombre de partiules, on aurait un résultat quis'approherait aussi près que l'on veut de la valeur exate. Elle permet don de validernos théories analytiques. Ce hapitre propose une nouvelle méthode de alul de Dm pardynamique brownienne, en l'appliquant sur l'exemple simple des életrolytes dissoiés. Ilpourra don servir d'étape pour la desription omplète du transport dans des systèmesplus omplexes, omme par exemple dans le as des polyéletrolytes [153℄.Nous simulerons ii deux életrolytes simples, KCl et LiCl. Le alul de grandeurs in-dépendantes du référentiel, omme le oe�ient d'autodi�usion ou la ondutivité, pardynamique brownienne, avait déjà été proposé [39, 154, 155, 156, 153℄. Nous nous intéres-serons ii au problème du référentiel, qui n'a jamais été résolu dans le as de la dynamiquebrownienne. Il nous sera alors possible de donner une méthode e�ae pour aluler Dm.Cette étude onstituera ainsi, par la omparaison des résultats des di�érentes grandeursde transport, un test enore plus disriminant du modèle primitif que le préédent, où laméthode analytique de résolution Smoluhowski-MSA néessitait plusieurs approximations.
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120 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNE5.1 Méthode de la dynamique brownienne5.1.1 Équation stohastique du mouvementAlgorithme d'ErmakNous nous plaçons ii au niveau Smoluhowski. Les seuls paramètres mirosopiques dusystème sont ainsi les positions ri des partiules i à l'instant t. L'équation du mouvement(2.142) ave la règle de leture α = 0 (hoix d'It�) permet d'obtenir un algorithme expliite,proposé à l'origine par Ermak [110℄, donnant le déplaement ∆r des N partiules de laboîte de simulation entre les temps t et t+ ∆t :
∆r =

(

βD · F +
∂

∂r
· D
)

∆t+ R (5.1)ave β = 1/kBT . Les partiules sont supposées sphériques sans degrés de liberté de rotation.
∆t est le pas de temps, r = (rT

1 , r
T
2 , ..., r

T
N)T est le veteur à 3N dimensions représentantles on�gurations des ions1, et F = (FT

1 , ...,F
T
N)T sont les fores agissant sur les partiulesau début du pas de temps, qui dépendent du potentiel d'interation2 hoisi.

R est un déplaement aléatoire obtenu à partir d'une distribution gaussienne
W (R) =

1

(4π∆t)3N/2(detD)1/2
exp

(

− 1

4∆t
R.D

−1
.R

) (5.2)de moyenne nulle et de variane 〈RRT 〉 = 2D∆t. Celle-i modélise don bien un bruit blangaussien. Ce terme de déplaement aléatoire dépend de la matrie de di�usion D prise autemps t, en raison de la règle de leture α = 0. Cet algorithme d'Ermak est équivalent àl'équation de Smoluhowski quand ∆t→ 0.Il est ainsi possible de aluler les � trajetoires � des partiules à partir des potentielsd'interation et du tenseur hydrodynamique hoisi. La méthode néessite des aluls assezlongs si l'on veut dérire le système au delà du temps de Debye τD. Wood et Friedman [157℄avaient simulé une solution aqueuse de NaCl en prenant ∆t = 5 10−15 s et en ne retenantqu'une on�guration sur 1000. Pour que la simulation orresponde à une durée supérieureau temps de Debye, il avait fallu aluler plusieurs millions de on�gurations, e qui estoûteux en temps.Algorithme de dynamique brownienne � smart �Nous avons utilisé l'algorithme de dynamique brownienne � smart � pour diminuerla durée de nos aluls. Il permet d'augmenter le pas de temps utilisé et d'obtenir destrajetoires de longueur su�sante pour aluler les oe�ients de transport. Cette méthodea été utilisée pour la première fois par Jardat [39℄ qui a proposé de généraliser la méthode deMonte Carlo � smart � de Rossky [158℄ en tenant ompte des interations hydrodynamiques.1Nous notons ii VT la matrie transposée du veteur V.2moyenné sur les on�gurations du solvant
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5.1. MÉTHODE DE LA DYNAMIQUE BROWNIENNE 121Le prinipe onsiste à prendre un pas de temps ∆t assez grand, mais en rejetant ertainsdéplaements peu probables. En pratique, on alule à partir de la on�guration au temps tune on�guration d'essai au temps t+∆t grâe à l'algorithme d'Ermak. A partir de elle-ion peut en déduire une probabilité d'aeptation alulée dans l'ensemble anonique etdont l'expression détaillée est donnée par exemple dans [39℄. Cette nouvelle on�gurationest alors aeptée (on passe alors à un autre pas de temps) ou rejetée, suivant l'algorithmede Metropolis.La haine de Markov que l'on obtient n'est pas biaisée. Les propriétés d'équilibre ob-tenues sont don les bonnes. Comme nous sommes ii intéressés par les propriétés detransport, on peut se demander si la dynamique générée par l'algorithme est orrete. Enfait, le rejet de déplaements irréalistes revient à éviter en général les on�gurations lesplus répulsives. La méthode ne dérit don pas préisément la dynamique des partiulesprohes. Mais elle-i n'est pas le paramètre fondamental du modèle. D'ailleurs, nos al-uls MSA supposaient une répulsion dure alors que nos simulations prendront un potentielmou. De plus, les partiules étant hargées, elles subissent le potentiel oulombien qui peutraisonnablement être onsidéré onstant pour des plus grands pas de temps. En pratique, lepas de temps restera su�samment petit (prohe de 10−13 s) pour que le taux d'aeptationreste supérieur à 70 %. Heyes et Branka [159℄ ont montré que pour des systèmes olloïdauxde grande fration volumique la méthode � smart � onduit à la même dynamique que laméthode de dynamique brownienne lassique ave des pas de temps plus ourts, ommenous l'avons d'ailleurs véri�é dans le as de nos életrolytes. Cela justi�e don l'utilisationde l'algorithme pour dérire la dynamique du système.5.1.2 Interations entre les partiulesInterations hydrodynamiquesElles sont introduites dans l'algorithme du mouvement par le tenseur de di�usion Dde dimension 3N × 3N . Quand elles sont négligées, D est diagonal et onstant, les termesdiagonaux étant simplement les oe�ients d'autodi�usion des partiules à dilution in�nie(D0
i pour l'ion i). Pour les prendre en ompte, nous avons utilisé le tenseur de Rotne-Prager[94, 132, 160℄ :

Dij = D0
i Iδij + (1 − δij)

kBT

8πηr3
ij

(

Ir2
ij + rijr

T
ij +

ς2i + ς2j
r2
ij

(
1

3
Ir2

ij − rijr
T
ij)

) (5.3)ave ςi = kBT/6πηD
0
i le rayon de Stokes de la partiule i, δij le symbole de Kroneker et

rij la distane entre les partiules i et j. Le tenseur de Rotne-Prager est dé�ni positif paronstrution et sa divergene est nulle.Cette expression n'est valable que si ςi + ςj < rij. Si les partiules se reouvrent, nousavons utilisé l'expression généralisée de Bernard [39℄. Cela peut arriver ar notre potentield'interation est mou et les diamètres du potentiel ne sont pas les mêmes que les diamètreshydrodynamiques.
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122 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNELes interations hydrodynamiques n'ont été alulées qu'entre les partiules de la boîte,même si les onditions aux limites du système étaient périodiques. A longue distane, letenseur hydrodynamique déroissant en 1/r, on aurait pu essayer de prendre en omptel'in�uene des images de toutes les partiules, situées dans les autres boîtes, par une mé-thode de sommation prohe de elle d'Ewald dans le as des interations életrostatiques.Nous ne l'avons pas fait pour plusieurs raisons. Tout d'abord, les interations hydrodyna-miques ne sont pas exatement en 1/r, ar elles ne sont pas isotropes, e qui fait que leurportée e�etive est plus ourte. Ensuite, un tel alul ne serait pas physiquement ohérent.Le temps de propagation du mouvement du solvant sur une distane d peut être grossière-ment estimé par τ = ρd2/η ave ρ la masse volumique du �uide. Dans le as d'une éhellede distanes de quelques dizaines d'angstrom, e qui est l'ordre de grandeur de nos taillesde boîtes, τ est de l'ordre de la pioseonde. Comme le pas de temps de la simulation estde l'ordre d'un dixième de pioseonde, ela signi�e que les interations hydrodynamiquesn'ont pas le temps d'être transmises au delà de la boîte de simulation. Pour traiter onvena-blement le problème, il faudrait en fait utiliser un formalisme hydrodynamique dépendantdu temps, ave le terme en ∂v
∂t

dans l'équation de Stokes. La prise en ompte des intera-tions hydrodynamiques ave les images des partiules dans les autres boîtes n'est don paspossible failement ; elle demanderait d'ailleurs des temps de aluls déraisonnables.Potentiels d'interation entre les ionsNous avons simulé le omportement de solutions de KCl et de LiCl modélisées parun potentiel d'interation omprenant une partie répulsive en 1/r12 [23℄ et une partieoulombienne :
Vij(r) =

1

4πǫ0

Bije
2

12(ai + aj)

(
ai + aj

r

)12

+
ZiZje

2

4πǫ0ǫrr
. (5.4)où ai est le rayon de l'ion i. Bij est un paramètre hoisi de telle sorte que le minimum dupotentiel ation-anion orresponde à la somme des rayons ai + aj . Nous avons onservé lamême règle pour les autres interations, e qui fait que dans tous les as Bij = 0,01277.K+ Li+ Cl−al. MSA 1,475 2,175 1,810dyn. brown. 1,623 2,44 1,991 (KCl) et 2,03 (LiCl)Fig. 5.1 � Rayons des ions en angstrom utilisés dans les aluls MSA et dans les simulationsde dynamique brownienne pour les solutions aqueuses de KCl et de LiCl à 25 C.Les rayons des ions sont donnés dans le tableau 5.1. Les rayons utilisés en dynamiquebrownienne sont légèrement plus grands que eux obtenus par nos aluls MSA. En e�et, lepotentiel répulsif de la dynamique brownienne est mou. A ause de l'agitation thermique,la distane entre deux partiules peut être plus petite que la somme de leur rayon, dansertaines on�gurations. Pour pouvoir omparer ave des aluls MSA où l'interation est
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5.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE TRANSPORT 123dure, il faut don un peu augmenter la taille des rayons utilisés en dynamique browniennepour que les potentiels soient similaires. Nous avons ainsi hoisi de les prendre plus grandsave le même rapport pour les deux ions. Ce dernier a été hoisi pour obtenir des oe�ientsosmotiques, alulés par HNC, identiques pour nos deux modèles d'interations (dures etmolles) à 0,5 mol L−1. La omparaison aurait été plus faile en utilisant des simulationsde dynamique brownienne pour des sphères dures [161, 162℄, mais elle n'ont jamais étéétendues aux as des partiules hargées.Les interations oulombiennes ont été alulées en tenant ompte des images de toutesles partiules dans toutes les boîtes en utilisant la méthode de la sommation d'Ewald[163, 37℄, les onditions aux limites du système étant périodiques ubiques. Les paramètresde ette sommation ont été ajustés par le ritère proposé par Lobaskin et Linse [164℄.5.1.3 Mise en ÷uvreNous avons herhé à simuler les solutions aqueuses de KCl et de LiCl à quatre onen-trations di�érentes : 0,5, 1, 1,5, et 2 mol.L−1. Les aluls ont été réalisés ave et sans inter-ations hydrodynamiques. Le système omprenait 216 ions plaés dans une boîte ubiqueave des onditions aux limites périodiques. Les interations répulsives ont été aluléespar la onvention du minimum image. Cela signi�e que haque partiule interagit ave lesautres partiules de la boîte ou ave leur image située dans une boîte voisine si elle est plusprohe. Ces interations à ourte portée étaient oupées si la distane entre les partiulesétait supérieure à la moitié de la boîte. Le pas de simulation qui a varié de 0,1 ps pour
C = 0,5 mol.L−1 à 0,03 pour C = 2 mol.L−1, a été hoisi de telle sorte que le taux d'a-eptation de l'algorithme � smart � soit toujours supérieur à 70 %. Les grandeurs statiqueset dynamiques ont été alulées sur inq trajetoires suessives ontenant haune 50 000pas de temps et ayant au préalable été équilibrées sur au moins 150 000 pas alulés sansinterations hydrodynamiques.Le alul des oe�ients de transport néessite le alul de fontions d'autoorrélation.Elles ont été obtenues en utilisant une tehnique de transformation de Fourier rapide [165℄exate.5.2 Calul des oe�ients de transport5.2.1 Formules sans référentiel expliiteLa dynamique brownienne a déjà permis de aluler les oe�ients d'autodi�usion desions pour di�érentes onentrations [39℄. Dans e as, il est possible d'utiliser soit la formuledes déplaements quadratiques moyens

Ds
i = lim

t→∞

〈(ri(t) − ri(0))2〉
6t

(5.5)
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124 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNEsoit la formule de type Kubo équivalente, obtenue par la théorie de la réponse linéaire auniveau Smoluhowski [115℄ :
Ds

i = D0
i −

1

3

∫ ∞

0

dt

(
D0

i

kBT

)2

〈Fi(0) · Fi(t)〉. (5.6)Dans e as, le problème du référentiel ne se pose pas, puisque Ds
i n'en dépend pas. Demême, la ondutivité peut être alulée par (2.144).Pour aluler le oe�ient de di�usion mutuelle, on peut ommener par herher lesexpressions générales sans se souier du référentiel. Le problème est ii plus ompliqué ar

Dm n'est pas relié diretement aux oe�ients d'Onsager Lij . Il faut ainsi passer par uneétape de thermodynamique des phénomènes irréversibles pour obtenir son expression. Maisii le alul n'a pas besoin d'être refait : il orrespond exatement à la partie résolue enmodes normaux de notre dérivation de Dm à partir de Smoluhowski dans les hapitrespréédents. Il onvient juste d'utiliser la orrespondane
Lij = TCi

(

δij
D0

i

kBT
+ Ωij

)

. (5.7)On obtient ainsi diretement
Dm =

Q1D
∗
2 +Q2D

∗
1

Q1 +Q2
(5.8)ave

Qi = Zi(Z1Li1 + Z2Li2) (5.9)et
D∗i =

kB

Ci

(

Li1
∂P

∂C1
+ Li2

∂P

∂C2

) (5.10)ave Zie la harge de l'espèe3 i, Ci sa onentration et P la pression osmotique de lasolution.Pour aluler Dm, il su�t don d'obtenir une formule mirosopique pour Lij . On a vuque elui-i était relié aux oe�ients d'autodi�usion et de di�usion distints [166℄ par
Lij = δij

Ci

kB
Ds

i +
CiCj

kB(Ci + Cj)
Dd

ij . (5.11)Les trois oe�ients de di�usion distints peuvent être obtenus par la théorie de la réponselinéaire au niveau Smoluhowski [115℄. Une appliation direte donne alors
Dd

ij =
1

3

[

tr 〈(Ni +Nj)Dij〉 −
∫ ∞

0

dt
D0

iD
0
j

(kBT )2
〈(Ni +Nj)Fi(0) · Fj(t)〉

]

, (5.12)3Il onvient ii de faire attention à nos notations qui peuvent prêter à onfusion. Ii, les lettres i et
j représentent les espèes des partiules. En revanhe, dans la setion préédente, il s'agissait simple-ment de leur numéro. En pratique, le problème ne se pose pas puisque l'on ne mélange pas de formulesmirosopiques et marosopiques.
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5.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE TRANSPORT 125où les partiules i et j sont distintes, même si elles peuvent être de la même espèe. Ni estle nombre de partiules de l'espèe i dans la boîte de simulation. Dij est la sous-matrie
3 × 3 de D qui ontient les éléments D3i−2...3i,3j−2...3j.Ces formules sont a priori satisfaisantes. On peut par exemple retrouver l'expression(2.144) de la ondutivité en utilisant la formule thermodynamique

σ =
2∑

i=1

2∑

j=1

ZiZje
2

T
Lij. (5.13)On pourrait don roire que ette expression des Dd

ij onstitue, ave elle des Ds
i , le fon-dement mirosopique qui permet d'obtenir tous les oe�ients de transport dérivés del'approximation di�usive, au niveau Smoluhowski. Malheureusement, il y a un gros pro-blème de divergene : le premier terme de (5.12) diverge. En utilisant pour modéliser lesinterations hydrodynamiques le tenseur de Rotne-Prager qui donne le bon omportementaux grandes distanes, on montre en e�et :

1

3
tr 〈(Ni +Nj)Dij〉 =

kBT

6πη
〈(Ni +Nj)

1

rij

〉 =
2kBT

3η
(Ci + Cj)

∫ ∞

0

rgij(r) dr. (5.14)À la limite thermodynamique, ette expression diverge puisque g(r) → 1 quand r → +∞.Il n'y a pas de problème pour la ondutivité, ar ette divergene s'annule en raison del'életroneutralité, mais le problème est réel pour les autres oe�ients de transport.Nous devrons don éliminer ette divergene. Nous verrons que ela est possible entraitant expliitement la question du référentiel. Le problème est même en fait beauoupplus général : quel est exatement le référentiel utilisé en dynamique brownienne ? Jusqu'àprésent, à notre onnaissane, seuls les oe�ients d'autodi�usion ou de ondutivité ontété alulés par ette tehnique ; il n'était don pas néessaire de répondre à ette question.Mais si nous voulons proposer une méthode aeptable pour aluler Dm, nous ne pouvonsl'éviter.5.2.2 Référentiel dans les simulations de dynamique brownienneVitesse moyenne du solvantLe référentiel utilisé dans les simulations de dynamique brownienne peut être déterminéen alulant la vitesse moyenne du solvant. En notant T le tenseur hydrodynamique, lavitesse du solvant en r due à la fore Fi sur la partiule i située en ri est
vi(r) = T(r− ri)Fi (5.15)Si r est su�samment grand, le tenseur hydrodynamique est égal à la fontion de Green del'équation de Stokes qui est le tenseur d'Oseen

TOseen(r) =
1

8πηr

(

1 +
r ⊗ r

r2

)

. (5.16)
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126 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNELa vitesse moyenne du solvant est dé�nie par
v0 =

1

V

∫
∑

i

T(r− ri)Fi d3r (5.17)où V est le volume de la boîte de simulation. Puisque le système est isolé, la somme desfores agissant sur les partiules est nulle (∑i Fi=0). Par onséquent, l'intégration de lavitesse totale donne un résultat nul. Mais et argument est trompeur ar il ne signi�e pasque les simulations de dynamique brownienne sont réalisées dans le référentiel du solvant.En e�et, la vitesse moyenne du solvant est dé�nie omme la vitesse moyenne à l'intérieurdu système, 'est à dire à l'intérieur de la boîte de simulation. L'intégration de la vitessetotale est ertes nulle, mais le hamp hydrodynamique à longue distane ne peut pas êtrenégligé, même à la limite thermodynamique, en raison de la longue portée des interationshydrodynamiques (en 1/r). Il faut don enlever la partie extérieure de l'intégrale. La vraievitesse moyenne du solvant alulée à l'intérieur du système est don
v0 =

1

V

∫

in

∑

i

T(ri − ri)Fi d3r = − 1

V

∫

out

∑

i

T(ri − ri)Fi d3r. (5.18)où in et out représentent l'espae intérieur et extérieur de la boîte de simulation.En alulant la transformée de Fourier de (5.15), nous pouvons aluler elle du hampde vitesse du solvant dans tout l'espae au premier ordre en q :
v0(q) =

q→0

1

V

∑

k

iq.rk

(

1 − q ⊗ q

q2

)
Fk

ηq2
(5.19)ave q la variable réiproque de r dans l'espae de Fourier. Puisque nous sommes ii inté-ressés aux grands r (q → 0), nous avons utilisé le tenseur d'Oseen. Loin du système, il y adon un hamp dip�laire qui ne peut pas être négligé.Flux des partiules dans le référentiel du solvantLa seule façon de dépasser ette di�ulté est de se plaer expliitement dans le ré-férentiel du solvant, omme nous l'avons fait pour nos aluls analytiques. Dans le asdes desriptions en solvant disret (au niveau Liouville), Raineri et Friedman [167℄ ontd'ailleurs montré que les simulations de dynamique moléulaire pouvaient être obtenuesdans n'importe quel référentiel si elui-i est onsidéré expliitement.Dans le adre de la théorie de la réponse linéaire au niveau Smoluhowski [115℄, le�ux d'une partiule de type i quand une fore extérieure F0

j est appliquée sur toutes lespartiules de type j est
Ji =

1

3kBTV
〈

Ni∑

i

Nj∑

j

(

trDij −
∫ ∞

0

D0
iD

0
j

(kBT )2
Fi(0)Fj(t) dt

)

〉F0
j (5.20)
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5.2. CALCUL DES COEFFICIENTS DE TRANSPORT 127où Fk sont les fores internes entre les partiules. La vitesse moyenne du solvant est aluléeen prenant la transformée de Fourier de (5.15), sauf que désormais une fore extérieure F0
jest ajoutée sur toutes les partiules de type j. On obtient

v0(q) =
q→0

∑

k

eiq.rk

(

1 − q ⊗ q

q2

)
Fk

ηq2
(5.21)ave Fk la fore sur la partiule k qui est simplement Fk, additionnée de la fore exté-rieure F0

j si k est une partiule de type j. Le premier terme en q → 0, orrespondant auhamp de vitesse extérieur au système à la limite thermodynamique, est di�érent de eluipréédemment alulé à ause de la présene de F0
j . Nous avons

v0(q) =
q→0

Nj∑

j=1

(

1 − q ⊗ q

q2

)
F0

j

ηq2
(5.22)

=

(

1 − q ⊗ q

q2

)
NjF

0
j

ηq2
. (5.23)On reonnaît dans ette expression la transformée de Fourier du tenseur d'Oseen. En retour-nant dans l'espae diret en r, on obtient le hamp hydrodynamique lointain, orrespondantà l'éoulement extérieur au système à la limite thermodynamique :

vout
0 = TOseenNjF

0
j . (5.24)Le �ux JS

i des partiules de type i dans le référentiel du solvant est obtenu en soustrayantl'intégrale de ette partie extérieure à (5.20)
JS

i = Ji − Ci
1

V

∫

out

vout
0 d3r. (5.25)Cette expression permet ensuite de aluler les expressions mirosopiques dans le référen-tiel du solvant pour les di�érents oe�ients de transport.Dynamique brownienne dans le référentiel du solvantEn utilisant (5.25), (5.20) et

JS
i =

(

δij
Ci

kBT
Ds

i +
CiCj

kB(Ci + Cj)
Dd

ij

)

F0
j , (5.26)nous obtenons les formules de Kubo généraliséees à la dynamique brownienne dans leréférentiel du solvant. L'expression du oe�ient d'autodi�usion (5.6) n'est pas modi�ée,e qui n'est pas surprenant ompte tenu du fait que e oe�ient de transport ne dépendpas du référentiel.

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



128 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNEL'expression du oe�ient de di�usion distint dépend de la géométrie du système. Sila boîte de simulation est un ube de longueur L, la formule de Kubo est alors
Dd

ij =
1

3

[

〈(Ni +Nj)trDij −
kBTJ
6πηL

〉 −
∫ ∞

0

dt
D0

iD
0
j

(kBT )2
〈(Ni +Nj)Fi(0) · Fj(t)〉

] (5.27)ave J une onstante dé�nie par
J =

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

∫ 1/2

−1/2

dudvdw√
u2 + v2 + w2

(5.28)
≃ 2,380077364. (5.29)Si on utilise le tenseur de Rotne-Prager pour rendre ompte des interations hydrodyna-miques, on obtient

〈(Ni +Nj)trDij −
kBT

6πηL
〉 =

kBT

6πη
〈(Ni +Nj)

1

rij

− J
L
〉 (5.30)

=
2kBT

3η
(Ci + Cj)

∫ ∞

0

rhij(r) dr (5.31)ave hij(r) = gij(r)−1. La orretion de référentiel remplae ainsi la fontion de orrélation
gij(r) par hij(r) tant et si bien que l'intégrale onverge. Notons que le résultat �nal estformellement le même que pour nos aluls analytiques.Lors du alul pratique de e terme, il onvient d'utiliser une valeur préise de Jpare que les deux termes de (5.30) sont grands si le nombre de partiules est important.On remarque qu'en utilisant ette expression de Dd

ij ave (5.13), on obtient l'expression(2.144) de la ondutivité qui ne ontient pas de terme en J , e qui est logique ar elle-ine dépend pas du référentiel.Les expressions que nous venons de démontrer permettent de aluler par dynamiquebrownienne tous les oe�ients de transport reliés à l'approximation di�usive4 dans leréférentiel du solvant. Pour l'autodi�usion, la ondutivité ou les nombres de transport deHittorf, les résultats peuvent être diretement omparés aux expérienes, soit pare quees grandeurs ne dépendent pas du référentiel, soit pare qu'elles sont mesurées dans leréférentiel du solvant (nombres de transport). En revanhe, pour le oe�ient de di�usionmutuelle, il faut se plaer dans le référentiel des volumes en utilisant la formule (3.46).5.2.3 Termes d'équilibre pour le alul de DmLe alul du oe�ient de di�usion mutuelle par dynamique brownienne néessite dealuler les termes d'équilibre ∂P
∂Ci

. Ils peuvent être obtenus par la formule de Lebowitz
∂P

∂Ci

= 1 − 4π
∑

j

Cj

∫ ∞

0

cij(r)r
2 dr (5.32)4Ce sont d'ailleurs les seules grandeurs que l'on peut en prinipe aluler par ette méthode de simulationpuisqu'elles ne dépendent que des on�gurations des ions.
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5.3. RÉSULTATS ET DISCUSSION 129ave cij(r) la fontion de orrélation direte entre i et j. On aurait pu appliquer etteformule ave les distributions alulées par nos simulations de dynamique brownienne. Enfait, nous avons utilisé elles données par HNC ave le même potentiel. Il a en e�et étémontré que, pour les életrolytes 1-1, les fontions de orrélation de paire obtenues parHNC et par dynamique brownienne sont stritement identiques [39℄. En outre, le alul de(5.32) par ette équation intégrale se fait failement dans l'espae de Fourier. Il proposeun prolongement naturel des orrélations obtenues par dynamique brownienne aux grandesdistanes.5.3 Résultats et disussion5.3.1 Coe�ient de di�usion mutuelleL'ensemble des formules permet de aluler le oe�ient de di�usion mutuelle Dm dansle référentiel du solvant. Pour rester ohérents, nous avons alulé les interations hydrody-namiques en tenant ompte du minimum image, 'est à dire que le tenseur hydrodynamiquea été alulé en prenant les interations de haque partiule ave les autres de la boîte ouave leur image située dans une boîte voisine si elle est plus prohe. Pour aluler le oef-�ient de di�usion mutuelle sans interations hydrodynamiques, il faut enlever le premierterme de (5.27) qui orrespond à l'e�et életrophorétique en absene de toute relaxation.Les aluls demandent un traitement assez long. Il y a pour haque point de onen-tration pas moins de 5 fontions de orrélation à aluler et à intégrer.Les résultats de nos aluls pour KCl sont présentés sur la �gure 5.2. Nous aurionspu ajouter les valeurs expérimentales transposées dans le référentiel du solvant. Nous nel'avons pas fait pour ne pas alourdir le graphique. De toute façon, es valeurs sont situéessur la ourbe MSA qui onstitue notre référene. On remarque que les simulations sonten exellent aord ave les aluls analytiques. Les approximations utilisées dans le alulMSA sont don tout à fait justi�ées.Nous avons ajouté sur (5.2) e que donnent nos simulations quand on néglige la re-laxation, 'est à dire quand on annule toutes les fontions de orrélation dans les formulesde Ds
i et Dd

ij . Il apparaît que, onformément à nos aluls analytiques qui ne la prendpas en ompte, la relaxation est bien négligeable, quelle que soit la onentration, quel'on onsidère ou non les interations hydrodynamiques. L'expression de Dm ompense lestermes de relaxation, alors qu'ils sont bien présents dans les Lij . Les aluls de dynamiquebrownienne sans relaxation orrespondent à la solution exate de nos aluls analytiquesdu hapitre préédent (en prenant un potentiel mou). Il apparaît don que la théorie MSAdans l'approximation Pn = 0, ave les orretions hydrodynamiques du seond ordre, telleque nous l'avons appliquée, est validée. Un petit éart apparaît néanmoins à la onen-tration de 2 mol L−1, surtout dans la ourbe ave les interations hydrodynamiques. Onremarque là les limites de MSA, mais ette di�érene s'explique aussi en partie pare quenos potentiels ne sont pas stritement équivalents. Nous avons ajusté notre potentiel moude la dynamique brownienne pour qu'il redonne le même oe�ient osmotique que le po-
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130 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNE

0 0.5 1 1.5
C

1/2
 / (mol.dm

−3
)

1/2

1.5

2

2.5

3

10
5  D

m
 / 

cm
2 .s

−
1  

 MSA sans IH
 MSA avec IH
 DB sans IH
 DB avec IH
 DB sans relaxation

KCl

Fig. 5.2 � Coe�ient de di�usion mutuelle de KCl dans le référentiel du solvant en fontionde la raine arrée de la onentration. IH signi�e interations hydrodynamiques et DBdynamique brownienne. Les ourbes MSA orrespondent à notre théorie Smoluhowski-MSA présentée dans les deux hapitres préédents.tentiel dur à 0,5 molL−1. Pour des onentrations plus élevées, la répulsion molle atteint deson�gurations où les partiules sont plus prohes. Il aurait don fallu réajuster le potentielpour tous les points de alul de dynamique brownienne, en augmentant le diamètre moudes partiules ave la onentration.Le as de LiCl est représenté sur la �gure 5.3. Nous n'avons pas pu aluler le oe�ientde di�usion mutuelle en tenant ompte des interations hydrodynamiques pour les deuxonentrations les plus élevées. Dans e as, la matrie de di�usion D que nous avonsalulée n'était pas dé�nie positive, e qui ne permet pas d'appliquer l'algorithme d'Ermak.Pourtant, par onstrution, le tenseur de Rotne-Prager est dé�ni positif. Cela peut neplus être vrai pour l'extension de Bernard que nous avons utilisée quand les partiules sereouvrent mais nous ne pensons pas que e soit l'expliation. En e�et, nous avons utilisé laméthode du minimum image pour le alul de D, en tenant ompte ainsi des plus prohesvoisins pour haque partiule. Certains termes de D peuvent alors orrespondre à des ionsdi�érents, l'image d'un ion a pouvant être plus prohe que a d'un ion b, mais pas plusprohe que a d'un ion c. Dans e as, il n'est plus garanti que le tenseur de Rotne-Pragersoit dé�ni positif. Nous avons réalisé d'autres aluls sans tenir ompte du minimum image
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5.3. RÉSULTATS ET DISCUSSION 131
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Fig. 5.3 � Coe�ient de di�usion mutuelle de LiCl dans le référentiel du solvant en fontionde la raine arrée de la onentration (voir �gure 5.2).pour les deux points de onentration élevée, et dans e as la matrie était toujours dé�niepositive5.Nous onstatons qu'ii enore les simulations onordent ave les aluls analytiquesMSA (et don ave les expérienes). Pour la onentration la plus élevée, les points dedynamique brownienne sont à nouveau légèrement en dessous à ause de la di�érene entreles deux potentiels, de sphères molles ou dures. Pour le alul de Dm, la relaxation est ànouveau négligeable. On remarque un faible éart pour le dernier point ave les interationshydrodynamiques mais on ne peut pas en dire vraiment plus, en raison du problème de lamatrie D qui n'est plus dé�nie positive pour les onentrations élevées.5.3.2 Autoohérene du modèleIl est intéressant de omparer nos simulations aux expérienes et aux théories MSApour d'autres grandeurs. La pression osmotique MSA est forément en aord ave nossimulations, puisque nous avons ajusté nos rayons de sphères molles pour qu'ils redonnentles valeurs MSA (au moins pour les onentrations les plus faibles).5Ces points n'ont pas été reportés sur la �gure 5.3 ar ils ont été alulés ave d'autres rayons. Ilss'agissait en fait d'une première série de aluls ave les rayons MSA, qui sont trop petits pour notrepotentiel mou.
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132 CHAPITRE 5. COEFF. DE DIFF. MUTUELLE PAR DYNAM. BROWNIENNE
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Fig. 5.4 � Condutivité de LiCl et de KCl en fontion de la raine arrée de la onentration.Comparaison entre les simulations, les aluls analytiques MSA et les expérienes.La ondutivité molaire est représentée sur la �gure 5.4. Nous obtenons un bon aordentre les valeurs expérimentales et les valeurs alulées par dynamique brownienne. Onpeut remarquer qu'aux onentrations les plus élevées, la simulation de dynamique brow-nienne fournit de meilleurs résultats que le alul MSA-transport. Nous avons véri�é que lealul de la ondutivité par les oe�ients d'Onsager onduit à des valeurs semblables àelles alulées par l'autoorrélation des ourants (2.144). Cei permet de véri�er la ohé-rene entre les deux méthodes et l'absene d'erreur dans les aluls et dans les estimationsdes intégrales des fontions d'autoorrélations. Pour des raisons qui nous éhappent, lastatistique sur l'autoorrélation des ourants est globalement meilleure que elle sur lesorrélations roisées des Dd
ij. Cei est peut être dû au fait que la fontion d'autoorrélationdes ourants est alulée sur un plus grand nombre de partiules.En onlusion, nous avons montré qu'il était possible de aluler les oe�ients dedi�usion mutuelle par la méthode de la dynamique brownienne. En outre, les formules deKubo que nous avons introduites, qui tiennent expliitement ompte du référentiel, donnentle moyen d'obtenir tous les oe�ients de transport reliés à l'approximation di�usive. Larelaxation est négligeable, même pour des onentrations élevées. Notre théorie, qui validenos aluls analytiques MSA, pourrait s'appliquer à des systèmes plus omplexes que leséletrolytes, dérits par exemple par des fores qui ne sont pas entrales. On pourrait
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5.3. RÉSULTATS ET DISCUSSION 133aussi simuler des életrolytes assoiés et omparer le résultat à nos aluls du hapitrepréédent. Il faudrait alors introduire expliitement la paire omme une troisième espèe. Ladynamique brownienne ne permet pas en revanhe de traiter onvenablement la inétiquede l'assoiation. Il n'existe pas pour le moment de tenseur hydrodynamique préis quand lespartiules sont prohes. De toute façon, pour de telles on�gurations, la nature moléulairedu solvant joue probablement un r�le fondamental.Cette étude par dynamique brownienne véri�e en�n, peut-être plus rigoureusement quenos aluls MSA, l'autoohérene du modèle primitif au niveau Smoluhowski dans le asdes életrolytes. Résolu par la dynamique brownienne qui est une méthode en prinipeexate, e modèle est à même de dérire simultanément les propriétés d'équilibre et detransport des ions, jusqu'à des onentrations élevées.
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135
Chapitre 6Théorie de ouplage de modes pourl'autodi�usion
Sommaire6.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1356.2 Prinipe général du ouplage de modes . . . . . . . . . . . . . 1376.3 Calul de la frition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1436.4 Résultats et Disussion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1496.5 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154Jusqu'à présent, notre desription du transport dans les életrolytes se plaçait à uneéhelle mésosopique qui utilisait les théories du mouvement brownien dès le début dualul de la dynamique. Le but de e hapitre est de proposer à l'opposé une théoriemirosopique, au niveau Liouville. Le traitement en solvant ontinu ne sera en e�et poséqu'à l'ultime étape de la théorie, quand on utilisera les lois d'équilibre pour aluler leoe�ient de transport. En pratique, nous nous intéresserons ii au as de l'autodi�usiond'un ion i.6.1 IntrodutionAlors que les traitements en solvant ontinu ont permis d'améliorer onsidérablementl'étude du transport en solutions aqueuses, il n'existe toujours pas de théorie miroso-pique satisfaisante dans les életrolytes pour le transport des ions. La théorie du ouplagede modes (TCM ou mode-oupling theory (MCT)) a pourtant permis des avanées im-portantes es toutes dernières années. En partiulier, Chandra et Baghi [168, 169℄ ont puretrouver la loi limite de Falkenhagen-Onsager sur la visosité. Ils ont aussi proposé unethéorie de la ondutivité [106, 170, 107℄ qui n'était malheureusement pas ohérente : ilsajoutaient un terme orrespondant aux interations hydrodynamiques dans l'autodi�usionet ils négligeaient toutes les interations de partiules distintes, alors que leur importane
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136 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONse manifeste dès la loi limite. Si leur alul n'était pas valide pour la desription de laondutivité, nous avons en revanhe pensé qu'il pourrait servir de point de départ à unethéorie mirosopique satisfaisante de l'autodi�usion.Ce oe�ient de transport a déja été étudié par la méthode du ouplage de modes parKollmann et Nägele, [171℄ mais il s'agissait ii d'une théorie en solvant ontinu des olloïdesqui ne proposait don pas une analyse réellement mirosopique.La loi limite de l'autodi�usion obtenue par Onsager [97℄ ne omporte qu'un e�et derelaxation, les interations hydrodynamiques n'in�uençant pas e oe�ient au premierordre. Elle s'érit
Di = D0

i (1 − Z2
i LB(κD − κdi)/3) (6.1)ave

κdi = 4πLB

∑

j

CjZ
2
j

D0
j

D0
i +D0

j

(6.2)où κD est la longueur inverse de Debye. Zie, D0
i et Ci sont respetivement la harge, le o-e�ient d'autodi�usion à dilution in�nie et la onentration de l'espèe i. Cette expressionest véri�ée expérimentalement pour les très faibles onentrations, malgré les di�ultésonnues pour mesurer les oe�ients d'autodi�usion dans des solutions très diluées [172℄.Si la onentration est plus importante, la valeur de Di varie beauoup moins et reste àpeu près onstante, surtout omparée aux variations importantes de la ondutivité.Le traitement d'Onsager est semi-phénoménologique. Il a été amélioré [166, 167, 98, 39℄a�n d'obtenir le oe�ient d'autodi�usion pour des onentrations plus importantes, maisil n'existe pas de théorie réellement satisfaisante1. L'une des raisons vient du fait que lesinterations hydrodynamiques ne sont plus réellement négligeables si les solutions sonttrop onentrées. Nous ne prendrons pas en ompte elles-i pour nos aluls, mais ilonviendra de garder à l'esprit qu'une théorie réellement satisfaisante pour des solutionstrès onentrées les onsidèreraient.Il n'y a pas non plus de théorie quantitative de la fontion d'autoorrélation des vi-tesses. La ompréhension mirosopique de l'autodi�usion des életrolytes ne peut pourtantpas s'en passer [173℄. La desription de l'autodi�usion sur di�érentes éhelles de temps aainsi de nombreuses appliations [6, 174, 175, 176℄, en partiulier pour l'étude des milieuxbiologiques. La théorie du ouplage de modes, qui a l'avantage d'être une théorie semi-analytique assez peu oûteuse en temps de alul, a déjà permis de aluler la plupart desoe�ients de transport dans les milieux neutres [177℄. Son appliation aux életrolytespourrait ontribuer à mieux omprendre es di�érents phénomènes et en partiulier à ex-pliquer pourquoi la valeur du oe�ient d'autodi�usion mesurée par plusieurs méthodes estdi�érente suivant qu'on l'observe aux temps ourts (di�usion de neutrons) ou aux tempslongs (RMN ou traeurs) [178℄.1Par exemple, les aluls Fuoss-Onsager-MSA de [98℄ ne sont pas en très bon aord ave les simulationsde dynamique brownienne de [39℄.
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6.2. PRINCIPE GÉNÉRAL DU COUPLAGE DE MODES 1376.2 Prinipe général du ouplage de modes6.2.1 Comportement des fontions de orrélationLa théorie de la réponse linéaire [3, 4℄ érit les di�érents oe�ients de transport d'un�uide sous la forme d'une intégrale de fontion de orrélation :
Θ = λ

∫ +∞

0

CAB(t) dt (6.3)ave Θ un oe�ient de transport, λ un oe�ient de proportionnalité et CAB(t) la fontionde orrélation entre deux grandeurs dynamiques réelles A et B, dé�nie par
CAB(t) = 〈A(t)B(t = 0)〉 = 〈A(t)B(0)〉 (6.4)Dans le as du oe�ient d'autodi�usion, on a A = B = vx et λ = 1, ave vx la vitesse dela partiule suivant Ox. CAB(t) = Z(t) est ainsi la fontion d'autoorrélation des vitesses.Toute la di�ulté du alul d'un oe�ient de transport revient don à aluler sa fontionde orrélation assoiée.La méthode la plus simple qui vient à l'esprit est de faire un développement limité en

t. On a alors, par exemple dans le as d'une fontion d'autoorrélation2
CAA(t) =

+∞∑

n=0

t2n

(2n)!
(−1)n〈A(n)(0)A(n)(0)〉 (6.6)ave A(n)(0) les grandeurs dynamiques qui orrespondent à l'ensemble des dérivées n ièmesde A prises au temps t = 0. On omprend aisément l'intérêt de e développement enpuissanes de t. Ce qui rend les fontions de orrélation di�iles à aluler, par rapport auxgrandeurs d'équilibre simples est le fait qu'elles sont une moyenne de deux états du systèmeà deux temps di�érents. En faisant un développement limité, on perd la dépendane en tqui nous génait. Chaque terme est alors une simple fontion d'équilibre. Pour la fontiond'autoorrélation des vitesses d'un �uide simple, on a ainsi [3℄

Z(t) =
kBT

m

(

1 − Ω0
t2

2
+ · · ·

) (6.7)ave Ω0 la fréquene d'Einstein donnée par
Ω0 =

Ci

3m

∫∫∫

∆V (r)g(r) dr (6.8)2On a utilisé pour e alul la formule de stationnarité
〈Ȧ(t)B(0)〉 = −〈A(t)Ḃ(0)〉 (6.5)et le fait que la fontion CAA(t) est paire, à ause de la symétrie par renversement du temps. Notredéveloppement limité ne omporte ainsi que des termes pairs ; CAA(t) doit don être in�niment dérivable,e qui est le as pour la plupart des potentiels, sauf pour eux qui sont � durs � omme elui des sphèresdures.
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138 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONoù V (r) est le potentiel d'interation entre les partiules. Si on poursuit le développementlimité, le terme suivant s'érit en fontion des densités à trois orps. On obtient ensuitedes termes qui dépendent des ontributions à quatre orps, inq orps,... et ainsi de suitesuivant l'ordre du développement limité. Cela se généralise à toute fontion de orrélation.Le sens physique de (6.6) est ainsi assez lair. Chaque terme représente des ollisions àdeux puis trois, quatre, inq, et partiules, en fontion de l'ordre dans le développementlimité.Cette analyse permet de proposer un méthode très simple pour aluler les oe�ientsde transport. Il su�t de ouper le développement limité aux premiers ordres, quitte à rem-plaer l'expression générale de la fontion de orrélation par une gaussienne. En intégrant,on obtient alors la valeur reherhée. Cette idée, qui revient à la théorie d'Enskog pour lessphères dures, donne de très bons résultats dans le as des gaz.Malheureusement, la situation est très di�érente dans le as des liquides. Ce déve-loppement néglige en e�et un aspet important qui est le omportement des fontionsde orrélation aux grands temps. On a longtemps ru que ette queue déroissait su�-samment vite, par exemple omme une gaussienne, pour pouvoir la négliger. Or on s'estaperçu, en s'aidant des première simulations de dynamique moléulaire qu'elle pouvait enfait être très longue. Dans le as de l'autodi�usion, par exemple, il est apparu que, loind'être gaussienne, la déroissane était proportionnelle à t−3/2 [179℄. Aux grands temps, leomportement des partiules n'est plus représentable en termes de ollisions. Il représenteun mouvement d'ensemble des partiules, d'origine hydrodynamique, dont la ontributionpour les phases ondensées n'est pas négligeable, omme ela est représenté sur la �gure6.1.
Partie (queue) aux temps longs
Comportement hydrodynamique

Partie aux temps courts
Collisions binaires, ternaires... entre les particules

t0

C  (t)
AB

Fig. 6.1 � Prinipe de la déomposition des fontions de orrélation dans le alul desoe�ients de transport. Une fontion de orrélation présente deux omportements trèsdi�érents suivant l'éhelle de temps où l'on se plae. La forme générale de la ourbe peuts'éloigner de elle que l'on a représentée, par exemple en présentant des osillations ou desvaleurs négatives, mais la séparation reste valable.Le alul expliite des di�érents oe�ients de transport en phase ondensée ne peut
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6.2. PRINCIPE GÉNÉRAL DU COUPLAGE DE MODES 139don pas s'a�ranhir du alul de ette queue aux grands temps dans les fontions deorrélation. Comme elle est due à un omportement olletif du �uide, on ne peut pas laaluler par la méthode du développement limité.On dispose néanmoins pour les temps longs d'expressions extrêmement intéressantesdes di�érents oe�ients de transport. En e�et, les grandes éhelles de temps et de distane,orrespondent à la limite hydrodynamique qui est assoiée aux faibles longueurs d'ondes
k et aux faibles fréquenes ω. Dans e adre, l'appliation de la thermodynamique desphénomènes irréversibles pour dérire les �utuations du �uide donne les expressions desdi�érentes fontions de orrélation dans ette limite hydrodynamique [3℄. Si on est apabled'en déduire ensuite l'expression générale des CAB(t) aux grands temps, la résolution duproblème est alors terminée, puisqu'il su�t d'additionner les deux termes de la fontion deorrélation : le terme aux temps ourts (appelé � binaire �3) alulé par le développementlimité, et le terme aux temps longs, alulé grâe à la limite hydrodynamique.Il existe plusieurs façons d'établir une telle déomposition. En fait, la théorie du ou-plage de modes de l'autodi�usion [177℄ ne la fait pas sur les fontions de orrélation maissur les fritions ζ(ω) dépendant de la fréquene. Cette théorie utilise, pour aluler le termeaux temps longs, le formalisme des projeteurs de Mori.6.2.2 Tehnique de l'opérateur projetion de Mori-ZwanzigLa tehnique de projetion de Mori-Zwanzig permet d'obtenir la relaxation de n'im-porte quelle variable dynamique A en fontion du temps, sous la forme d'une équation deLangevin4. L'expression étant exate, ela permet, si l'on peut séparer les modes lents etrapides, d'obtenir les fontions de orrélation néessaires au alul des oe�ients de trans-port. Notons que ette méthode a un intérêt beauoup plus général en physique statistiquedu non-équilibre, puisqu'elle permet de réonilier les di�érentes approhes utilisées dontle lien n'est pas forément évident5.Soit une variable dynamique A (qui peut dépendre de l'espae) que l'on appelle va-riable pertinente puisque 'est à elle que l'on va s'intéresser. On dé�nit P , l'opérateur deprojetion sur A, par

PB(t) =
〈B(t)A∗(0)〉
〈A(0)A∗(0)〉A (6.9)ave B(t) une variable dynamique et A∗ le onjugué de A, pour le as où A serait omplexe.Les moyennes 〈· · · 〉 sont réalisées sur l'état initial en t = 0, pris à l'équilibre thermody-3Il représente en e�et les ollisions des partiules prinipalement à deux orps, les autres termes n'étantpas alulés exatement ou étant dans la partie aux temps longs.4ave des e�ets de mémoire5Elle permet de retrouver par une même méthode l'ensemble des théories du non équilibre dont lesfondements sont à l'origine très di�érents : théorie de Boltzmann des gaz dilués, approhes basées surdes équations de type Fokker-Plank ou Langevin (omme par exemple l'équation de Smoluhowski),tehniques de alul fondées sur les équations maîtresses, réponse linéaire à la Kubo, thermodynamiquedes phénomènes irréversibles... ei, dans les as lassique et quantique. Elle onstitue ainsi peut-êtrele andidat le plus sérieux pour établir une théorie générale et rigoureuse de la physique statistique dunon-équilibre, analogue à la méthode des ensembles de Gibbs pour l'équilibre [180, 75℄.
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140 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONnamique (par exemple en se plaçant dans l'ensemble anonique), bien que ette dernièreondition ne soit pas obligatoire, toute répartition initiale des probabilités d'état pouvantonvenir. Le terme au numérateur représente le produit salaire de B par A qui est ainsiune simple fontion de orrélation. Le projeteur orthogonal à P est dé�ni par
Q = I − P (6.10)ave I l'identité. Le sens physique de es dé�nitions réside en e que l'on sépare toutevariable dynamique B(t) en deux parties. La première est la partie pertinente qui onerneA. Elle est obtenue par l'appliation de P . La seonde est la partie non pertinente et elleest obtenue grâe à QOn montre alors à partir de l'équation de Liouville6 que l'évolution de A est donnée[3, 75℄ par l'équation de type Langevin

∂A(t)

∂t
= iΩA(t) −

∫ t

0

Γ(t)A(t− τ) dτ + F (t) (6.12)ave i le nombre tel que i2 = −1. La fréquene Ω est dé�nie par
iΩ =

〈ȦA∗〉
〈AA∗〉 . (6.13)La fore aléatoire F (t), que l'on appelle ainsi bien que e ne soit pas forément une fore,est orthogonale à A :

F (t) = QȦ(t) (6.14)ar Q2 = Q. La fontion mémoire Γ(t) représente l'autoorrélation de la fore aléatoire.Elle est ainsi donnée par l'expression
Γ(t) =

〈F (t)F ∗(0)〉
〈A(0)A∗(0)〉 (6.15)qui est une formule de �utuation-dissipation. Dans le as où l'on regarde plusieurs va-riables pertinentes A, es expressions se généralisent failement. Le résultat, érit sousforme matriielle, est formellement le même [3, 177℄.L'équation (6.12) permet, en multipliant par A(t = 0) et en moyennant, d'obtenir uneexpression analogue pour la fontion d'autoorrélation de A :

∂CAA(t)

∂t
= iΩCAA(t) −

∫ t

0

Γ(t)CAA(t− τ) dτ. (6.16)6La méthode la plus simple [177℄ onsiste à utiliser la formule
eiLt = eiQLt +

∫ t

0

eiL(t−τ)iPLeiQLt dτ (6.11)ave L l'opérateur de Liouville.
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6.2. PRINCIPE GÉNÉRAL DU COUPLAGE DE MODES 141On remarque qu'il n'y a plus de terme de fore aléatoire ar F est orthogonale à A. Calulerle oe�ient de transport revient don à aluler la fontion mémoire7. Cela peut se fairefailement dans l'approximation markovienne : on enlève alors les e�ets de mémoire enremplaçant Γt par une distribution de Dira. Cela n'a un sens que si F est réellementdéouplée de A. Il faut don que A soit une variable lente. Le ouplage de modes se basesur ette séparation entre variables rapides et lentes.6.2.3 Théorie de ouplage de modesPrinipeL'idée de base du ouplage de modes [177℄ est d'utiliser des produits de variables lentespour s'a�ranhir de l'espae orthogonal des variables rapides. Le hoix des variables lentesn'est pas unique. Une théorie de ouplage de modes est assoiée à haque hoix. On prendgénéralement des variables hydrodynamiques, omme les onentrations et les �ux des par-tiules, non seulement pare que e hoix a été validé, par exemple en omparant ave dessimulations, mais aussi pare qu'il permet d'obtenir des fontions de orrélation onnuesà la limite thermodynamique.Le produit des variables lentes doit être déomposé en ouples, quitte à faire des ap-proximations8. L'intérêt vient du fait qu'il est ensuite possible d'exprimer les résultatsen termes de fontions de orrélation reliées à des oe�ients de transport. Celles-i sontalors remplaées par leur expression à la limite thermodynamique. C'est ii que l'on re-trouve la séparation aux temps longs (terme de ouplage de modes alulé grâe à la limitethermodynamique) et aux temps ourts (terme de ollisions binaires).La théorie du ouplage de modes revient ainsi sur elle-même : pour aluler les oef-�ients de transport, on a besoin de leur valeur... À l'origine, on évitait le problème enutilisant des expressions obtenues par la théorie d'Enskog9 ou diretement par des simula-tions de dynamique moléulaire10 [181℄. Mais il est possible d'obtenir une théorie réellementsatisfaisante du transport, 'est à dire autoohérente puisqu'elle ne onsidère qu'une seulevaleur pour les di�érents oe�ients de transport.L'autoohérene [177℄ d'une théorie de ouplage de modes est en e�et plus faile àréaliser aujourd'hui, grâe à l'utilisation massive de l'informatique. L'idée est de partird'une valeur à peu près rédible pour les di�érentes grandeurs inonnues. L'utilisation desformules donne alors une seonde valeur. En réutilisant elle-i, on peut alors en obtenirune troisième, et ainsi de suite. À la �n, si la formule obtenue par le ouplage de modes estmathématiquement ontratante, e qui est généralement le as, les valeurs des di�érentes7Il faut aussi onnaître Ω mais son alul ne pose pas de problèmes puisqu'il s'agit d'une simple fontiond'équilibre. Il est d'ailleurs très souvent nul.8On utilise généralement dans e as l'approximation dite gaussienne qui onsiste à érire la moyennedu produit de quatre variables par le produit de la moyenne de deux. Cela est justi�é si les modes sepropagent indépendamment l'un de l'autre.9Cei n'est pas très ohérent ar ela revient à dire que pour aluler les orrélations aux temps longs,on ne se sert que de leur valeur aux temps ourts.10Cela ne permet alors que de tester la ohérene de la théorie, mais sans pouvoir faire de prévisions.
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142 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONgrandeurs ne hangent plus. Les formules sont alors stables, et les oe�ients de transportsont obtenus de façon autoohérente.Souvent, les expressions néessitent de onnaître non seulement la valeur du oe�ientde transport que l'on herhe à aluler, mais aussi l'expression d'autres grandeurs qui luisont liées. Le alul autoohérent utilise don souvent simultanément plusieurs théoriesde ouplage de modes pour les di�érents oe�ients. Il peut ainsi être en pratique assezlong : plusieurs minutes (jusqu'à une heure) sur les ordinateurs atuels pour un point dudiagramme d'état dans le as des liquides simples. En quelque sorte, le temps de alulde es théories est intermédiaire entre elui des simulations (plusieurs heures) et elui desthéories analytiques (quasiment instantané). C'est don un peu l'équivalent dynamiquedes équations intégrales numériques omme HNC : le résultat n'est pas exat mais il estsu�samment préis pour donner quantitativement une valeur assez prohe.Ajoutons que les expressions obtenues dépendent aussi des grandeurs d'équilibre ommele fateur de struture S(k). Pour pouvoir appliquer une théorie de ouplage de modes,il est don néessaire de disposer d'une théorie de l'équilibre la plus préise possible, etsi possible analytique. Dans le as des életrolytes, nous avons utilisé la théorie MSA quiumule pour les életrolytes dissoiés es deux avantages.Théorie de l'autodi�usion par ouplage de modesPlusieurs théories de ouplage de modes ont été proposées pour aluler le oe�ientd'autodi�usion. Nous nous baserons pour notre étude sur la théorie de Sjögren et Sjölander[181℄ qui est peut-être la plus omplète puisque la projetion se fait sur tous les modeshydrodynamiques. Elle a réemment été étendue pour aluler la visosité des mélanges[182, 183℄ et la dépendane en masse du oe�ient d'autodi�usion [184℄.L'appliation de la tehnique du projeteur de Mori-Zwanzig à la vitesse d'une partiulemarquée i donne l'équation de Langevin
mi

d

dt
vi(t) = −

∫ +∞

0

ζ(t− τ)vi(τ) dτ + fi(t) (6.17)ave mi, vi, la masse et la vitesse de la partiule, fi(t) la fore aléatoire qui s'exere sur i('est ii une vraie fore) et ζ(t) la frition dépendant du temps. On se plae généralementdans l'espae de Laplae dé�ni par
ζ(z) =

∫ +∞

0

ζ(t)e−zt dt (6.18)où z est la variable de fréquene. La transformée de Laplae de la fontion d'autoorrélationdes vitesses, Z(z), est ainsi reliée à elle de la frition par [3℄
Z(z) =

kBT

miz + ζ(z)
. (6.19)
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6.3. CALCUL DE LA FRICTION 143Si nous disposons d'une expression expliite de ζ(z), le oe�ient d'autodi�usion Di de idé�ni par
Di =

∫ +∞

0

Z(t) dt (6.20)s'obtient simplement par
Di = Z(z = 0) =

kBT

ζ(z = 0)
(6.21)à partir de l'expression de la frition ζ .En utilisant à partir de l'expression de ζ en fontion des projeteurs un formalisme defontions de Green projeté sur les modes hydrodynamiques du système, en déomposantl'expression obtenue en terme de ollisions binaires et de ollisions à plusieurs partiules,en renormalisant le terme binaire pour qu'il donne le bon omportement de ζ aux grandstemps, on obtient �nalement l'expression générale [181, 177℄

ζ(z) =
ζB(z) +Rρρ(z) − ζB(z)RρL(z)

1 +RρL(z) + ζB(z)RLL(z) + [ζB(z) +Rρρ(z) − ζB(z)RρL(z)]RTT (z)
(6.22)ave ζB(z) le terme de ollision binaire que l'on prend sur la forme d'une gaussienne

ζB(z) = Ω0 exp(−t2/τζ) ave Ω0 la fréquene d'Einstein et τζ un temps aratéristiquerepésentant les ollisions à trois partiules que l'on peut obtenir dans une très bonneapproximation à partir des g(r). Les termes en Rλµ représentent les ollisions d'ordresupérieur alulées par ouplage des modes hydrodynamiques. ρ, T , L sont les indiesorrespondant respetivement à la densité, et aux deux ourants, transverse et longitudinaldes partiules. Les expressions générales des Rλµ ne néessitent que la onnaissane despropriétés d'équilibre et des fateurs de struture dynamiques que l'on peut obtenir à partirdes oe�ients de transport. En pratique, on a montré que RρL et RLL sont négligeables.L'expression �nale se réduit alors à
1

ζ(z)
=

1

ζB(z) +Rρρ(z)
+RTT (z). (6.23)L'appliation de ei aux solutions d'életrolytes, qui sont des mélanges, n'est pas immé-diate. Les expressions générales de Rρρ(z) et de RTT (z) doivent être reonsidérées, mêmesi leur sens physique ne hange pas.6.3 Calul de la frition6.3.1 Déomposition des di�érents termesDans le as des életrolytes, le alul de la frition néessiterait de reprendre entièrementles aluls mirosopiques de Sjögren et Sjölander ave les di�érenes espèes, e qui neserait pas très faile, ne serait-e qu'à ause des modes de rotation du solvant. Le phénomènereste néanmoins le même, et il est valide de onserver la séparation proposée par (6.23). Le
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144 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONpremier terme (ζB(z)+Rρρ(z)) orrespond ainsi aux modes orrespondant aux interationsentre l'ion et les partiules (solvant ou ions) qui l'entourent. Le seond terme tient sonorigine du ouplage entre la vitesse de l'ion et les modes hydrodynamiques assoiés auxourants.Pour les életrolytes, ela onduit à érire la frition totale sous la forme [185, 184℄
1

ζ(z)
=

1

ζmic(z)
+

1

ζhyd(z)
. (6.24)Le terme de frition mirosopique ζmic(z) regroupe en fait ii plusieurs termes

ζmic(z) = ζB(z) + ζρρ(z) + ζρDF(z) + δζmic(z) = ζ0
mic(z) + δζmic(z) (6.25)ave ζB(z) la ontribution binaire et ζρρ(z) la frition orrespondant aux modes de densitésCes deux ontributions ont été dé�nies au paragraphe préédent. On a rajouté ii ζρDF(z)qui représente la frition diéletrique [186, 187℄ due aux interations assoiées à la polarisa-tion du solvant autour de l'ion marqué. Ces trois ontributions sont alulables, du moinsen prinipe, dans une théorie pleinement mirosopique. Notre but est de garder ii uneimage de la solution en solvant ontinu. Nous avons ainsi onsidéré qu'elles ne dépendaientpas de la onentration et qu'elles orrespondaient à une partie de la frition à dilution in�-nie représentée par les D0

i . La dépendane en onentration est don assurée par le dernierterme, δζmic(z), représentant les interations de l'ion marqué ave son atmosphère ionique,les on�gurations du solvant étant prises en ompte par les termes indépendants de laonentration. Le sens physique de δζmic(z) le rapprohe lairement de l'e�et de relaxation.Le seond terme de (6.24) représente le ouplage entre les modes de ourants trans-verses des partiules. Pour les solutions diluées, e terme hydrodynamique orrespond pluspréisément au �ux du solvant. Dans le as de la di�usion de partiules neutres dans des mi-lieux non polaires, la ontribution de e seond terme est largement inférieure à la première[181, 177℄. Pour les életrolytes, on onsidèrera qu'il est indépendant de la onentration.En e�et, la dépendane en onentration représente les ourants transverses de harges.Ceux-i ne sont pas ouplés ave la vitesse de la partiule marquée mais seulement avel'ensemble des autres ions. La projetion sur le mouvement de l'ion marqué donne donune ontribution nulle. Dans le as de la ondutivité életrique [106℄, e terme n'est pasnul ar il est ouplé ave le ourant de harges, e qui donne l'e�et életrophorétique quiest bien négligeable pour l'autodi�usion, au moins aux faibles onentrations.L'expression générale de ζ se ramène don simplement au alul du terme de relaxation(életrostatique) δζmic(z). Les autres termes qui ne dépendent pas de la onentration neseront pas alulés. Leur ontribution à la valeur du oe�ient d'autodi�usion Di donneen e�et D0
i qui est la valeur à dilution in�nie.
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6.3. CALCUL DE LA FRICTION 1456.3.2 Calul du terme de relaxationUtilisation de la formule de KirkwoodLe terme de frition mirosopique peut être obtenu en utilisant la formule de Kirkwood[3℄ qui l'exprime omme une intégrale de la orrélation des fores sur les partiules11 :
δζmic(t) =

V

3kBT

∫

dr〈F(r, t).F(r, 0)〉 (6.26)ave V le volume du système et F(r, t) la fore par unité de volume exerée sur la partiuleen raison des interations ave tous les autres ions de la solution.Celle-i peut être obtenue par la théorie de la fontionnelle de la densité (dépendantdu temps) [188, 189℄ :
F(r, t) = kBTCs(r, t)grad

∑

i

∫

csi(r, r
′)δCi(r, t) dr′ (6.27)où C représente les onentrations et c la fontion de orrélation direte. L'indie s seréfére au traeur marqué et i (ave plus loin j) aux deux espèes ioniques. Une expressionéquivalente à l'équilibre a déjà été utilisée quand on a obtenu les équations de la di�usionmutuelle à partir l'équation de Smoluhowski. Elle a permis de retrouver le terme en

gradµi.En reportant ette expression dans (6.26) on obtient alors12
δζmic(t) =

kBT

3(2π)3
×
∑

i,j

√

CiCj

∫

q2csi(q)Gij(q, t)csj(q)Fs(q, t) 4πq2dq (6.28)ave Gij(q, t) la fontion de van Hove dé�nie par
Gij(q, t) = (NiNj)

−1/2〈Ci(q, t)Cj(−q, 0)〉 (6.29)qui représente les orrélation de densité des partiules. Dans es expressions, les transfor-mées de Fourier sont dé�nies par la formule
Ci(q, t) =

∫

Ci(r, t)e
iq.r dr (6.30)que l'on donne ii en exemple pour les onentrations (densités à un orps). Fs(q, t) estle fateur de struture dynamique (ou fontion de di�usion intermédiaire) � self � qui estdé�ni omme Gij(q, t) mais en ne onservant que les orrélations de la même partiule. Ilva don falloir maintenant aluler Gij(q, t) et Fs(q, t).11Il s'agit simplement de l'appliation du projeteur de Mori-Zwanzig sur la partiule marquée. Laformule exate donne en fait la orrélation des fores projetées sur l'espae orthogonal à la vitesse (voirla formule (6.14)). On peut négliger la projetion si la masse des partiules est su�samment importante.Dans notre as, les modes rapides étant pris en ompte par les autres termes de ζ, on peut enlever laprojetion pour le alul de δζmic(z).12Il faut utiliser ii l'approximation dite gaussienne qui suppose que la moyenne du produit de deuxorrélations est le produit de la moyenne de es orrélations.
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146 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONCalul des fateurs de struture dynamiquesNous devons don donner une expression de Gij(q, t) et de Fs(q, t). Pour Fs(q, t), onpeut utiliser l'expression [3℄
Fs(q, t) = e−Dsq2t (6.31)ave Ds le oe�ient d'autodi�usion de la partiule marquée, qui est d'ailleurs la grandeurque l'on herhe à aluler. Cette expression est valable à la limite hydrodynamique pourles temps longs. On peut l'utiliser pare que les phénomènes aux temps ourts ne sont pasalulés par le terme de ouplage de modes (ils sont dans le terme binaire).Pour Gij(k, t), l'expression équivalente à la limite hydrodynamique serait beauouptrop ompliquée. Elle dépendrait, de toute façon, d'autres oe�ients de transport qu'ilfaudrait alors aluler par une autre théorie. Le plus simple est d'utiliser la tehnique desopérateurs de projetion de Mori-Zwanzig. On herhe à aluler les orrélations totalesentre les partiules i et j. Il faut don l'appliquer au �ux total des espèes, dé�ni au niveaumirosopique par

Ji(q, t) =

Ni∑

ki

uki
(t)e−iq.ri(t) (6.32)ave uki

(t) la vitesse de la partiule ki de type i en ri(t) à t. En utilisant l'expression (6.27)de la fore sur les partiules on arrive à l'équation de type Langevin [190℄
∂

∂t
Ji(q, t) =

kBT

mi
iq
∑

j

[Ci(q, t)δij − Cicij(q)Cj(q, t)] −
∫ t

0

Mi(q, t− t′)Ji(q, t
′) (6.33)où l'on a enlevé le terme de fore aléatoire ar on veut aluler la fontion d'autoorrélationassoiée qui de toute façon n'en dépend pas.Le problème vient du fait que la fontion mémoire Mi(q, t) n'est pas onnue. Nousallons don enlever la dépendane en q en érivant que

Mi(q, t) = ζi(t) (6.34)'est-à-dire que l'on suppose que la fontion mémoire du �ux de partiules est égale à elled'un seul traeur du même type. En érivant l'équation de onservation des partiules detype i dans l'espae de Fourier
∂

∂t
Ci(q, t) + iq.Ji(q, t) = 0. (6.35)En utilisant la transformation de Laplae pour simpli�er l'ériture du produit de onvolu-tion, on en déduit

Gij(q, z) =
Sij(q)

z +Di(z)q2
+

Di(z)q
2

z +Di(z)q2

∑

k

√

CiCkcik(q)Gkj(q, z) (6.36)
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6.3. CALCUL DE LA FRICTION 147ave Gij(q, z) la transformée de Laplae de la fontion Gij(q, t) reherhée et Di(z) ellede la fontion d'autoorrélation des vitesses
Di(z) = Zi(z) (6.37)où Zi(z) est donné par (6.19) en prenant pour ζ(z) la frition de l'espèe i. Sij(q) est lefateur de struture partiel que l'on dé�nit ii par

Sij(q) = δij +
√

CiCjhij(q) (6.38)ave hij(q) la transformée de Fourier de la fontion de orrélation de paire totale hij(r) =
gij(r) − 1.Nous nous sommes don ramenés à un système d'équations linéaires que l'on peut ériresous forme matriielle

G = C
−1
S (6.39)ave

G =

(
G11(q, z) G12(q, z)
G21(q, z) G22(q, z)

) (6.40)
S =

(
S11(q) S12(q)
S21(q) S22(q)

) (6.41)
C =

(
z +D1(z)q

2(1 − C1c11(q)) −D1(z)q
2
√
C1C2c12(q)

−D2(z)q
2
√
C1C2c21(q) z +D2(z)q

2(1 − C2c22(q))

)

. (6.42)Dans le as d'un életrolyte symétrique, on obtient la solution13
∑

ij

√

CiCjGij(q, z) =
1

Z(q, z)

(

z
∑

ij

√

CiCjSij(q)

+D2(z)q
2∆(q)[

√

C1S11 +
√

C2S12]
2 +D1(z)q

2∆(q)[
√

C2S22 +
√

C1S21]
2

)(6.45)où
Z(q, z) = z2 + z∆(q)[D1(z)q

2S22(q) +D2(z)q
2S11(q)] +D1(z)D2(z)q

4∆(q) (6.46)et
∆(q) = (S11(q)S22(q) − S12(q)

2)−1. (6.47)13On utilise pour la démontrer les relations d'Ornstein-Zernike qui s'érivent ii
1 − C1c11(q) = ∆(q)S22 (6.43)

√

C1C2c12(q) = ∆(q)S12(q) (6.44)ave les relations équivalentes pour c22(q) et c21(q).
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148 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONLe alul e�etif de Gij(k, t) est ainsi obtenu en appliquant la transformation de Laplaeinverse. A�n de failiter les aluls, nous avons onsidéré pour simpli�er que D1(z) = D1et D2(z) = D2. Cette approximation revient simplement à enlever les e�ets de mémoiredans l'équation de Langevin de départ (6.33) en remplaçant les Mi(q, t) = ζi(t) par desdistributions de Dira. Cei n'est rigoureusement valable que si la masse des partiules esttrès supérieure à elle du solvant, e qui revient à onsidérer les ions omme des partiulesbrowniennes.6.3.3 Mise en ÷uvrePour aluler les oe�ients d'autodi�usion des deux ions, nous avons simplement be-soin de onnaître les hij(q). Nous avons utilisé pour ela la solution MSA du modèle pri-mitif. La solution de Blum [47℄ qui utilise une fatorisation de Baxter-Wertheim donneanalytiquement
G̃ij(s) =

∫ +∞

0

rgij(r)e
−sr dr (6.48)sous la forme de trois termes (oulombien, de sphères dures et roisé). En analysant lestransformées de Fourier à trois dimensions et de Laplae, on peut alors montrer que les

hij(q) reherhés s'obtiennent par la formule
hij(q) = −4π

q
ℑG̃ij(Iq) (6.49)ave I2 = −1 et ℑ la partie imaginaire. Cela revient à utiliser la méthode exposée pour lessphères dures en mélange dans [191℄ et orrigée dans [192℄.L'expression analytique MSA est assez lourde à programmer. Il a don fallu véri�er lasolution, d'autant plus que les formules proposées par Blum dans ses di�érentes publiationsne sont pas toujours les mêmes. Nous avons don testé notre expression en véri�ant quel'on retrouvait bien la solution Perus-Yevik des sphères dures en mélange. Nous avonsaussi omparé ave des solutions de MSA en rayon moyen, ainsi qu'ave d'autres obtenuespar résolution numérique. En�n, le test le plus disriminant a été la véri�ation de la règlede somme de Stillinger-Lovett [3℄ qui a montré que les formules données dans [45℄ étaientpartiellement erronées.Le alul e�etif des oe�ients d'autodi�usion est alors possible en utilisant les for-mules préédentes. Il néessite de faire une transformation de Laplae inverse numérique,que nous avons e�etuée en utilisant l'algorithme de Stefest, qui orrespond grosso modoà la méthode de Gauss pour le alul des intégrales. De plus il y a une double intégrale en

q et en t qu'il faut disrétiser. La longueur et le temps de référene hoisis ont ii été lalongueur et le temps de Debye.On remarque, omme 'est souvent le as dans les théories de ouplage de modes, quel'expression des oe�ients d'autodi�usion est impliite. Il est don néessaire de faire uneboule de réinjetion pour garantir l'autoohérene. Pour les solutions in�niment diluées,ette dernière est toujours véri�ée. À titre de omparaison, nous avons aussi réalisé des
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6.4. RÉSULTATS ET DISCUSSION 149aluls non autoohérents à partir des valeurs à dilution in�nie D0
i . On s'est aperçu que,ompte tenu de la gamme de onentrations alulée, les résultats étaient quasiment lesmêmes, la di�érene étant de l'ordre du millième.6.4 Résultats et Disussion6.4.1 Coe�ients d'autodi�usionNous avons appliqué notre théorie aux életrolytes KCl, LiCl et NaCl en solutionaqueuse jusqu'à 1 mol L−1. Les seuls paramètres néessaires à notre modèle sont les dia-mètres des ions σi utilisés dans le alul des expressions MSA. Nous avons repris eux denos théories au niveau Smoluhowski : σK+ = 2,95 Å, σLi+ = 4,35 Å, σNa+ = 3,05 Å et

σCl = σPauling = 3,62 Å. Compte tenu du fait que l'on a montré que es tailles ioniquesétaient apables de reproduire di�érentes propriétés d'équilibre et de transport, il était in-téressant de les appliquer aussi pour la desription de l'autodi�usion, qui est une grandeurdynamique individuelle. Notre théorie de ouplage de modes n'utilise don auun para-mètre ajustable. Les valeurs expérimentales utilisées ont été extraites de l'analyse ritiquede Lobo [172℄.
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Fig. 6.2 � Coe�ient d'autodi�usion de Na+ et de Cl− dans des solutions aqueuses deNaCl à 25 oC. Comparaison entre la théorie de ouplage de modes (trait ontinu) et lesexpérienes (♦).
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150 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONDans le as des solutions de NaCl (�gure 6.2), on retrouve bien les points expérimentauxdans le domaine de onentrations étudié. Lors de notre alul, nous avons utilisé la formule
Di = D0

i

(

1 − D0
i

kBT
δζ(z = 0)

)

, (6.50)e qui revient à onsidérer que le terme dépendant de la onentration δζ(z = 0) estpetit devant le terme à dilution in�nie, e qui est le as. Cela suppose aussi que le termeorrespondant aux modes hydrodynamiques est négligeable. Pour les �uides non hargés,il ne ontribue en e�et que pour quelques % à la valeur �nale de Di [177℄. En outre, nousne tenons pas ompte des éventuelles interations hydrodynamiques. Notons que pour dessolutions très diluées, on peut utiliser les fontions de orrélation de la théorie de Debye-Hükel dans notre théorie de ouplage de modes, e qui redonne la loi limite d'Onsager(6.1).Nous avons voulu aussi omparer ave des simulations. En raison des longues queuesaratéristiques du mode de relaxation de Debye, les simulations de dynamique moléulairelassique en solvant ontinu ne permettent pas de aluler le oe�ient d'autodi�usionproprement. Nous avons don repris nos simulations de dynamique brownienne du hapitrepréédent, sans interations hydrodynamiques. Elles permettent en e�et d'atteindre destemps su�samment longs.Dans le as de la LiCl (�gure 6.3), on remarque que la théorie de ouplage de modes està nouveau en aord ave les valeurs expérimentales. Elle retrouve en outre très bien lessimulations. Il serait en revanhe assez ritiquable de l'utiliser pour de plus fortes onen-trations. En e�et, dans e as il a été montré, en partiulier par dynamique brownienne[39℄, que les interations hydrodynamiques ne sont plus négligeables. Elles diminuent ene�et la relaxation, e qui augmente la valeur du oe�ient d'autodi�usion.6.4.2 Dépendane temporelle : fontion d'autoorrélation des vi-tesses et oe�ient de di�usion dépendant du tempsLa transformée de Laplae de la fontion d'autoorrélation des vitesses s'érit au pre-mier ordre en δζ(z)
Z(z) =

kBT

miz + ζ0
mic(z)

(

1 − δζ(z)

miz + ζ0
mic(z)

)

. (6.51)En oordonnées temporelles, on obtient ainsi
Z(t) = Z0(t) + ZC(t) (6.52)où le premier terme Z0(t), indépendant de la onentration, est la fontion d'autoorréla-tion des vitesses à dilution in�nie. Sa transformée de Laplae est
Z0(z) =

kBT

miz + ζ0
mic(z)

. (6.53)
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6.4. RÉSULTATS ET DISCUSSION 151
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Fig. 6.3 � Coe�ient d'autodi�usion de Li+ et de Cl− dans des solutions aqueuses de LiClà 25 oC. Comparaison entre la théorie de ouplage de modes (trait ontinu), les simulationsde dynamique brownienne (pointillés) et les expérienes (♦).Dans l'espae réel, en onsidérant que ζ0
mic(z) est onstant (e qui revient à enlever lestermes de mémoire dans l'équation de Langevin), il s'érit

Z0(t) =
kBT

mi
exp

(

−ζ
0
mic(z = 0)

mi
t

)

. (6.54)Bien évidemment, e terme, qui peut être alulé par dynamique moléulaire, n'est pasréellement exponentiel et son expression exate doit prendre en ompte expliitement lesolvant. Nous ne le préiserons pas. On peut en revanhe omprendre grâe à l'expressionpréédente que sa relaxation se fait sur des éhelles de temps de l'ordre de τvit = mi/ζ
0
mic. Ils'agit en e�et du temps τvit, dé�ni dans l'introdution. Il représente le temps de la relaxationdes vitesses due aux � frottements � ave les moléules de solvant. Pour les petits ions quenous dérivons, il est typiquement de l'ordre de 0,1 ps. Son intégrale donne le oe�ientd'autodi�usion à dilution in�nie.Le seond terme, ZC(t), dépend de la onentration :

ZC(t) = −L−1

[
kBT

(miz + ζ0
mic(z))

2
δζ(z)

] (6.55)ave L−1 la transformation de Laplae inverse. Physiquement, le terme de relaxation δζ(z)varie sur des éhelles de temps de l'ordre du temps de Debye τ−1
D = e2

ǫkBT
(D1Z

2
1C1+D2Z

2
2C2),
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152 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSIONe qui peut se retrouver à partir de l'expression (dans l'espae de Laplae) que nous avonsproposée. τD tend vers l'in�ni si la onentration est petite et il est de l'ordre de 1 ns vers1 mol L−1. Il reste don toujours bien supérieur à τvit. Les deux modes, Z0(t) et ZC(t),sont don largement déouplés. On peut don onsidérer que lorsque δζ(z) varie, ζ0
mic(z)reste onstamment à la valeur ζ0

mic(z = 0). Nous obtenons ainsi
ZC(t) = −

∫ t

0

kBTu

m2
i

e−ζ0
mic(z=0)u/miδζ(t− u) du. (6.56)Le terme de relaxation δζ(t−u) est quasiment onstant quand kBT

m2
i

e−ζ0
mic(z=0)u/mi n'est pasnul, puisqu'il varie sur des éhelles de temps beauoup plus longues. On peut don le sortirde l'intégrale :

ZC(t) = −
∫ t

0

kBTu

m2
i

e−ζ0
mic(z=0)u/mi du δζ(t)

= − kBT

ζ0
mic(z = 0)2

[

1 −
(
ζ0
mic(z = 0)t

mi
+ 1

)

e
− ζ0

mic(z=0)t

mi

]

δζ(t). (6.57)Comme e− ζ0
mic(z=0)t

mi est nul pour t≫ τD, ZC(t) s'érit �nalement
ZC(t) = − kBT

ζ0
mic(z = 0)2

δζ(t). (6.58)La séparation des éhelles de temps préédente permet don d'obtenir une expression trèssimple. En outre, elle ne modi�e pas la valeur alulée de D0
i puisque l'intégrale de (6.58)redonne bien (6.50).Cette analyse permet ainsi de séparer Z(t) en deux termes distints. Le premier, Z0(t),relaxe sur des éhelles de temps de l'ordre de la pioseonde. Il représente la fontion d'au-toorrélation des vitesses à dilution in�nie. Le seond, ZC(t), dépend de la onentrationet représente l'e�et de relaxation. Il est négatif et ne s'amortit sur des temps beauoupplus longs. A la limite C → 0 la relaxation est même in�niment lente puisque le tempsde Debye diverge. En augmentant la onentration C de l'életrolyte, elle est plus rapide,mais elle est plus importante puisque l'intégrale de ZC(t) augmente (en valeur absolue).L'expression (6.58) fait aussi le lien ave les desriptions en solvant ontinu. En ef-fet, en utilisant la formule de Kirkwood (6.26) on retrouve la formule (5.6) du oe�ientd'autodi�usion, 'est à dire

Ds
i = D0

i −
1

3

∫ ∞

0

dt

(
D0

i

kBT

)2

〈Fi(0) · Fi(t)〉, (6.59)qui est obtenue par la théorie de la réponse linéaire basée sur l'équation de Smoluhowski.Cela justi�e don a posteriori que l'on ait omparé ave les valeurs obtenues par dyna-mique brownienne. L'expression (5.6) ne pouvait pas s'interpréter simplement en termesd'autoorrélation des vitesses puisque elles-i n'apparaissent pas dans une desription au
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6.4. RÉSULTATS ET DISCUSSION 153niveau Smoluhowski. Notre analyse en ouplage de modes indique qu'en fait ette théorieen solvant ontinu permet le alul du terme en ZC(t), tout en n'expliitant pas Z0(t).Ii nous avons expliitement alulé la fontion de orrélation de (5.6), e qui permet laomparaison.
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Fig. 6.4 � Fontion d'autoorrélation des vitesse ZC(t) de Cl− pour des solutions de KClde onentrations C = 0,5 M et C = 1 M. Comparaison entre la théorie de ouplage demodes (trait ontinu) et les simulations de dynamique brownienne (pointillés).Deux exemples de fontions d'autoorrélation des vitesses ZC(t) (terme de relaxationseulement) sont représentés sur la �gure 6.4. On retrouve le fait que la relaxation estd'autant plus rapide que la onentration est importante. L'aord ave les simulations dedynamique brownienne est exellent.6.4.3 Coe�ient d'autodi�usion aux temps ourtsLa théorie de ouplage de mode proposée permet don de aluler préisément la réponsetemporelle lors de l'autodi�usion. Une grandeur intéressante pour aratériser e proessusde transport est le oe�ient d'autodi�usion dépendant du temps dé�ni par
Di(t) =

∂

∂t

1

6
〈|r(t) − r(0)|2〉 =

∫ t

0

Z(s) ds (6.60)ave r(t) la position d'un ion i au temps t. Di(t) représente ainsi la di�usion du traeur enfontion du temps.

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



154 CHAPITRE 6. THÉORIE DE COUPL. DE MODES POUR l'AUTODIFFUSION
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Fig. 6.5 � Coe�ient d'autodi�usion de Cl− dans des solutions de KCl de onentrations
C = 0,5 M et C = 1 M. Comparaison entre la théorie de ouplage de modes (trait ontinu)et les simulations de dynamique brownienne (pointillés).Les ourbes obtenues (�gure 6.5) présentent des allures très intéressantes. Pour destemps petits (plus grands que τvit mais plus petits que τD), la valeur du oe�ient d'au-todi�usion est prohe de elle à dilution in�nie. L'e�et de relaxation n'apparaît que pourdes temps supérieurs à τD, e qui fait diminuer Di(t) jusqu'à sa valeur limite Di. Cet e�etpeut expliquer le fait que les oe�ients d'autodi�usion des ions mesurés par di�usion deneutrons (par temps de vol) sont supérieurs à eux obtenus par di�usion de traeurs ou parRMN [178℄. En e�et, le temps aratéristique des expérienes de neutrons est de l'ordrede quelques dizaines de pioseondes. On est dans e as bien en deçà du temps de Debyeet la relaxation de l'atmosphère ionique n'a pas le temps de s'établir. Les valeurs que l'onobtient ne prennent don pas entièrement en ompte l'e�et de relaxation. Cela expliquepourquoi elles sont supérieures à elles mesurées par les autres tehniques qui observent leproessus sur des temps plus longs.6.5 ConlusionLa théorie de l'autodi�usion que nous avons proposée présente plusieurs aratéris-tiques intéressantes. Tout d'abord elle est en aord ave les expérienes et les simulationsjusqu'à des onentrations importantes, de l'ordre de 1 mol L−1. En outre, omme nousavons utilisé les mêmes diamètres que préédemment, ela justi�e à nouveau l'utilisation
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6.5. CONCLUSION 155du modèle primitif qui est apable de dérire l'autodi�usion en restant ohérent ave lesautres oe�ients de transport (et d'équilibre). En�n, omme la relaxation de l'atmosphèreionique a lieu sur des éhelles de temps importantes, on omprend pourquoi les di�érentesméthodes expérimentales mesurent des valeurs di�érentes. En partiulier, la di�usion deneutron observe le système sur des temps trop ourts et le oe�ient de di�usion obtenuest plus élevé que sa valeur mesurée sur des temps plus importants.La limitation prinipale de la théorie de ouplage de modes que nous avons proposéevient du fait qu'elle ne prend pas en ompte les interations hydrodynamiques qui sontimportantes aux hautes onentrations. Pour l'autodi�usion, ela pourrait se faire assezdiretement : il su�rait par exemple d'ajouter dans la fontion mémoire Mi(q, t) de l'ex-pression (6.33) des termes de tenseurs hydrodynamiques. En revanhe, pour les autresoe�ients de transport, la tâhe paraît plus ardue, puisqu'il faut alors réérire explii-tement le formalisme tensoriel utilisé dans les modélisations en solvant ontinu en termesde fontions d'autoorrélation. Cela néessite d'utiliser une théorie de ouplage de modedi�érente, apable de dérire les Dd
ij , tout en prenant en ompte la notion de référentiel.Notre théorie permet de omprendre qualitativement pourquoi les interations hydrody-namiques, négligeables pour les faibles onentrations, ont tendane à légèrement augmen-ter la valeur de Di. En e�et, elles diminuent le temps de Debye (voir par exemple l'équation(3.65)), e qui limite la durée de la relaxation de l'atmosphère ionique et augmente la valeure�etive du oe�ient d'autodi�usion.
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157
Chapitre 7Dynamique des ions en milieu on�né :exemple de l'argile
Sommaire7.1 Introdution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1577.2 Propriétés d'équilibre : approhes mésosopique et miroso-pique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1607.3 Transport des ions dans l'espae interfoliaire : életroosmoseet ondutivité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1677.4 Conlusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 175Jusqu'à présent, nous nous étions intéressés à la dynamique des ions en solutions libres.On ne saurait pourtant se ontenter de telles théories pour tous les milieux. En e�et, dans denombreux as, la struture mirosopique partiulière rend néessaire de prendre en ompteles onditions aux limites expliitement. Pour es systèmes, les desriptions préédentes nesu�sent plus. Il faut les modi�er en ajoutant dans le modèle le détail mirosopique dumilieu qui in�uene le transport des ions.Nous proposons dans e hapitre un premier exemple d'appliation de nos méthodes enmilieu on�né. Nous nous intéresserons ii au as de l'argile montmorillonite hydratée quionstitue un bon modèle de référene pour de tels systèmes.7.1 Introdution7.1.1 Géométrie du systèmeLes minéraux argileux, qui sont des onstituants majeurs des sols, peuvent retenir l'eaupar apillarité ou par gon�ement. Ils existent ainsi dans des états très di�érents, de l'étatolloïdal très dilué jusqu'aux matériaux nanoporeux, en fontion de la teneur en eau. Nousnous foaliserons ii au as des systèmes assez ompats, où le rapport Veau/Vtot n'est
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158 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILEpas trop important. Dans e as, l'argile onserve sur de larges distanes sa struturemirosopique en feuillets.Leur étude s'impose pare qu'ils sont impliqués dans de nombreux proédés industriels :dans le génie ivil, bien sûr, qui doit être apable de onnaître le mieux possible l'état dessols, mais aussi dans plusieurs appliations tehnologiques. Leurs propriétés aides et leurgrande surfae spéi�que en font d'exellents atalyseurs hétérogènes dans di�érentes réa-tions organiques. Leur propriétés de rétention vis-à-vis des ions et des moléules organiquespermet aussi d'envisager leur utilisation pour résoudre le problème du stokage des déhetshimiques ou radioatifs.
L O

z

Fig. 7.1 � Géométrie d'une argile montmorillonite hydratée. Les feuillets sont séparés parune solution aqueuse. Ils sont négativement hargés en surfae. Cette harge est ompenséepar les ontre-ions positifs de la solution.La struture de l'argile montmorillonite à l'éhelle mirosopique, qui onsiste en un em-pilement de feuillets séparés par une solution aqueuse, est représentée sur la �gure 7.1. Pourune montmorillonite idéale, les feuillets de formule (Si7,75Al0,25)(Al1,5Mg0,5)Na0,75O20(OH)4,sont omposés d'une ouhe d'aluminium hexaoordonnée ave l'oxygène, inluse entredeux ouhes de siliium tétraoordonnée ave l'oxygène. La substitution de 0,25 Si4+ etde 0,5 Al3+ par respetivement 0,25 Al3+ et 0,5 Mg2+ leur onfère globalement une hargenégative ompensée par le ontre-ion Na+ (ou Ca2+ dans les sols).Entre les feuillets se situe la solution aqueuse plus ou moins importante suivant laproportion d'eau ajoutée. Pour une argile faiblement hydratée, elle se struture en mono-ouhe ou en biouhe de solvant, le gon�ement se faisant par paliers (gon�ement ristal-lin). Ensuite, la séparation entre les feuillets L devient su�samment importante et justi�eun traitement de la solution par un modèle ontinu (gon�ement osmotique). Si l'argile estbeauoup plus gon�ée, le parallélisme des feuillets peut être perdu ; ela arrive typiquementpour des distanes interfoliaires L de l'ordre d'une entaine d'angstroms.Sur des éhelles plus importantes, les feuillets se regroupent dans des disques plats dontla struture n'est plus régulière et néessite un traitement spéi�que [193, 194℄.Plusieurs fateurs omme la struture mirosopique de l'argile et son taux d'hydra-tation sont impliqués dans le stokage des éléments dans l'argile. Quand ils ne sont pas
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7.1. INTRODUCTION 159adsorbés à la surfae de la partiule d'argile, les ions peuvent bouger entre les disques(en restant souvent à leur surfae), ou à l'intérieur, entre les feuillets. Nous herherons àdérire ii le transport des ions entre deux feuillets d'argiles, séparés par une distane L suf-�samment grande pour autoriser un traitement en solvant ontinu. Notre étude onstituedon une étape dans la desription omplète des argiles hydratées qui doit aussi prendreen ompte la dynamique des ions qui ne sont pas dans les espaes interfoliaires.
Cadre de notre étudeLa struture et le transport de la solution interfoliaire ont déjà été dérits par dessimulations de type Monte-Carlo ou de dynamique moléulaire pour di�érents ontre-ions.Les ions Li+ [195, 196℄, Na+ [195, 197, 198, 199, 200℄, K+ [195, 201, 202℄ et Cs+ [203, 204℄ont ainsi été étudiés. Ces simulations mirosopiques dérivaient l'eau et les feuillets auniveau atomique. Malheureusement, es méthodes sont très oûteuses en temps de alulet ne peuvent donner les grandeurs de transport que sur des éhelles de temps très ourtes(de l'ordre de la nanoseonde tout au plus).Nous avons don développé un modèle mésosopique plus simple pour dérire le mou-vement des ions dans l'eau on�née. Les feuillets d'argile sont ainsi modélisés par des plansin�nis uniformément hargés et l'eau est dérite omme un solvant ontinu. Un tel modèlequi utilise l'équation de Poisson-Boltzmann a déjà été utilisé pour aluler les grandeursd'équilibre [205℄. Les distributions ioniques entre les feuillets ont été omparées ave dessimulations de Monte-Carlo en solvant ontinu [206℄. On a pu ainsi montrer que e typede traitement était satisfaisant pour des distanes interfoliaires moyennes ou larges. Unmodèle similaire de solution d'életrolyte on�née entre deux plans hargés a été utilisépour étudier les phases lamellaires de bromure de didodeyldimethylammonium, et s'estrévélé être en bon aord ave des expérienes d'adsorption atomique [207℄.Nous proposons ii de généraliser e type de traitement pour l'étude de la dynamique.Nous justi�erons tout d'abord notre modèle en omparant les distributions ioniques alu-lées par l'équation de Poisson-Boltzmann à elles obtenues par des simulations en solvantdisret de type Monte-Carlo. Cei nous permettra ensuite de déterminer plusieurs proprié-tés de transport (l'életroosmose et la ondutivité) en fontion de la onentration du selajouté et de la distane entre les feuillets L. Nos aluls en solvant ontinu, forément baséssur des approximations, ne pourront pas dérire une argile trop ou trop peu hydratée. Maiselle permet de donner le omportement du système quand les feuillets sont su�sammentéloignés et quand ils restent bien parallèles, tout en pouvant s'appliquer à d'autre milieuxon�nés qui ont la même symétrie que l'argile. Notre modèle propose ainsi d'appliquer lesthéories MSA du transport à des systèmes plus omplexes que préédemment. Une étudethéorique assez prohe avait été proposée dans le as des membranes Na�on et avait réussi
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160 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILEà reproduire la ondutivité expérimentale de façon satisfaisante [208℄.7.2 Propriétés d'équilibre : approhes mésosopique etmirosopique7.2.1 Distributions ioniquesDans notre modèle, les feuillets seront modélisés par des plans in�nis uniformémenthargés séparés par L et dont la harge de surfae est σ = 0,0161/2e Å−2. L'eau dansl'espae interfoliaire de longueur L sera traitée omme un ontinuum de visosité η =
0,8910−3 Pa s et de onstante diéletrique ǫr = 78,3 à 298,15 K. Le ontre-ion sera Na+ etle sel ajouté NaCl. L'életrolyte sera modélisé ave un rayon moyen pour ses deux ions. Leentre du repère sera plaçé au milieu des deux feuillets.Modèle mésosopiqueSi on note Ci(z) la onentration de l'ion i ave Oz la diretion perpendiulaire aufeuillet, la distribution des ions peut être obtenue par une loi de Boltzmann

Ci(r) = Mi exp

(

−Vi(z)

kBT

) (7.1)ave Vi(z) l'énergie életrostatique Vi(z) = eiψ(z). ei = Zie est la harge de i et ψ(z) estle potentiel életrostatique. La symétrie du système impose que Ci ne dépende que de z.La valeur de Mi est obtenue en intégrant Ci(z) :
∫ +L/2

−L/2

Ci(z) dz = Mi

∫ +L/2

−L/2

exp

(

−eiψ(z)

kBT

)

dz = LC0
i (7.2)où C0

i est la onentration moyenne de i. En remplaçant ette expression de Ci dansl'équation de Poisson ∆ψ = −∑i eiCi(r)/ǫ0ǫr, on arrive à l'équation de Poisson-Boltzmann
∆ψ = −

∑

i

eiMi

ǫ0ǫr
exp

(

− eiψ

kBT

)

. (7.3)Il est intéressant de noter que l'équation de Poisson-Boltzmann peut être obtenue enminimisant la fontionnelle de la densité [69℄
F [Ci] =

∑

i

∫ +L/2

−L/2

kBTCi(z)[ln(λ3
iCi(z)) − 1] dz +

1

2

∫ L/2

L/2

∑

i

ZieCi(z)ψ(z) dz (7.4)où λi est la longueur d'onde de de Broglie de l'espèe i. L'équation de Poisson-Boltzmannest ainsi la théorie la plus simple des milieux inhomogènes hargés, puisque les oe�ients
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7.2. ÉQUILIBRE : APPROCHES MÉSOSCOPIQUE ET MICROSCOPIQUE 161d'ativité des di�érents onstituants sont tous pris égaux à 1. On peut aussi retrouverette expression en érivant que les fores thermodynamiques sur les partiules sont nullesà l'équilibre.En posant φ = eψ/kBT , on obtient :
∆φ = −4πLB

∑

i

ZiMie
−Ziφ (7.5)ave LB = e2/4πǫ0ǫrkBT la longueur de Bjerrum. La symétrie du système implique dφ/dz(z =

0) = 0 qui est l'une des onditions aux limites. L'autre est reliée aux harges de surfae,par le théorème de Gauss ou par la onservation du nombre de ontre-ions. φ est dé�nià une onstante additive près. Mi dépend du hoix de ette onstante. En e�et, si φ esthangé en φ′ ave φ = φ′ + φ0 les onentrations deviennent
Ci = Mie

−Ziφ = Mie
−Ziφ0e−Ziφ′

= M ′ie
−Ziφ′ (7.6)Il est don possible de hoisir soit la onstante, soit l'un des deux Mi.Quand il n'y a pas de sel ajouté, l'équation (7.5) peut être résolue analytiquement1. Laonentration des ontre-ions est donnée par

C1(z) = C(z) =
1

2πZ2LB

α2

cos2(αz)
(7.7)ave α tan(αL/2) = 2πZLBσ/e. En présene de sel ajouté, ψ(z) et Ci(z) ne peuvent êtredéterminés que numériquement.Les distributions des ions alulées par ette équation de Poisson-Boltzmann ont déjàété validées en omparant ave des simulations de Monte-Carlo en solvant ontinu (modèleprimitif) [206℄. La seule di�érene est due à de petites osillations qui viennent s'ajouter àla solution et qui dépendent de la taille des ions.Pour des distanes interfoliaires L faibles (< 10 Å), les simulations en solvant disretmontrent que les distributions ioniques présentent de telles osillations, qui sont en faitpresque des pis. Elles sont dues à la nature moléulaire des ions et du solvant. Si l'argileest très peu hydratée, la struture de l'eau en mono- ou biouhe, partiulièrement stables,empêhe toute modélisation raisonnable en solvant ontinu. Si l'espae interfoliaire estsu�samment grand, on peut s'attendre à e que es aratéristiques s'atténuent.Pour préiser ette idée et valider notre approhe en solvant ontinu, nous avons om-paré les distributions alulées par l'équation de Poisson-Boltzmann ave elles obtenuespar des simulations de Monte-Carlo en solvant disret pour des valeurs de distanes inter-foliaires plus grandes (> 20 Å). Le modèle utilisé pour es simulations prend en omptela struture moléulaire de la montmorillonite et du solvant. Il permet ainsi de tester lapréision de notre modèle mésosopique simple basé sur l'équation de Poisson-Boltzmann.1Il su�t de multiplier par la dérivée de φ et d'intégrer (méthode de Newton).

te
l-0

08
69

53
2,

 v
er

si
on

 1
 - 

3 
O

ct
 2

01
3



162 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILESimulations en solvant disretLa struture de la montmorillonite utilisée dans nos simulations était la struture idéale
Na0,75[Si7,75Al0,25](Al3,5Mg0,5)O20(OH)4 déduite des études de di�ration par rayons X [209,210℄. La boîte de simulation était formée de deux demi-feuillets ontenant haun huitunités élémentaires de l'argile. Les harges des atomes sur les feuillets étaient elles deSkipper [211℄. Les interations de Van der Waals étaient prises en ompte par des potentielsde Lennard-Jones dont les paramètres ont été donnés par Smith [204℄.L'eau était dérite par le modèle SPC/E [212℄. Le hoix de e modèle était dité par lefait qu'il est apable de bien dérire la struture des ions en solution, mais surtout parequ'il donne une onstante diéletrique ǫSPC/E

r = 81±5 très prohe de la valeur expérimentale(ǫr = 78,3) [213℄. Dans le modèle mésosopique basé sur l'équation de Poisson-Boltzmann,le solvant n'est dérit que par ette grandeur d'équilibre, si bien que sa valeur est fonda-mentale pour établir la omparaison.Le alul Monte-Carlo a été équilibré dans l'ensemble (N,P, T ) pour obtenir une dis-tane interfoliaire qui orresponde à une pression de 1 bar. Le système omportait 300moléules d'eau. Après et équilibrage, la valeur de la distane entre les feuillets était de35,5 Å. En enlevant l'épaisseur entre les feuillets, on obtient la distane L entre les deuxplans. Nous avons enlevé une distane de 2,1 Å à L pour aluler les distributions parl'équation de Poisson-Boltzmann. Cela orrespond à la taille de l'ion Na+ qui l'empèhe des'approher de la surfae. Pour véri�er que nous n'avions pas simulé un état métastable,nous avons alulé ensuite la distribution par dynamique moléulaire (ave les mêmes po-tentiels), e qui a donné un résultat identique.Comparaison des distributions des ionsLes distributions des ions et leur intégrale, déterminées par les deux tehniques (Poisson-Boltzmann et Monte-Carlo), sont données sur les �gures 7.2 et 7.3.On remarque la présene d'osillations dans les simulations à solvant disret. Les deuxpis marqués sur les �tés près des plans représentent les ions qui sont très fortement liésà la surfae. Leur mobilité est très faible. L'équation de Poisson-Boltzmann sous-estimeleur intensité. Les simulations en solvant disret osillent autour de la ourbe Poisson-Boltzmann. Cette struture moléulaire ne vient pas de la taille des ions. Les simulationsde Monte-Carlo en solvant ontinu [206℄ produisent en e�et des osillations beauoup plusfaibles. Le petit nombre de ontre-ions (6) dans la boîte de simulation ne permettraitd'ailleurs pas d'en avoir autant. Elles sont dues à la struture moléulaire du solvant. Lapériode des osillations est prohe de la distane moyenne entre deux atomes d'oxygènedans l'eau libre (2,7 Å). En quelque sorte, malgré la taille assez importante de l'espaeinterfoliaire, l'eau onserve enore partiellement sa struture en ouhes. Le traitementpar Poisson-Boltzmann en solvant ontinu moyenne es osillations ; les deux modèles sontainsi en très bon aord, surtout au milieu.On peut s'a�ranhir de es osillations en s'intéressant à l'intégrale de es distributionsreprésentée sur la �gure 7.3. Cette dernière grandeur est peut être plus importante enore
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7.2. ÉQUILIBRE : APPROCHES MÉSOSCOPIQUE ET MICROSCOPIQUE 163
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Fig. 7.2 � Distributions des ontre-ions obtenues par les simulations de Monte-Carlo ensolvant disret et par le modèle de Poisson-Boltzmann en solvant ontinu. Les distributionssont symétriques entre 0 et 12,3 Å. Cela orrespond à la moitié de la boîte moins la tailledes feuillets (6,45 Å /2) et le rayon de Na+ (2,1 Å).que les distributions en elles-mêmes. En e�et, les propriétés de transport sont généralementreliées à l'intégrale de la onentration (voir par exemple l'équation (7.30)). L'aord entreles deux modèles est ainsi exellent. Cela justi�e une desription du transport dans lamontmorillonite en solvant ontinu. Le modèle mésosopique est d'autant plus aeptableque l'espae interfoliaire est grand. On peut onsidérer qu'il est appliable si L > 20 Å,même si nous avons alulé dans notre étude les propriétés jusqu'à L = 10 Å à titre deomparaison.On pourrait roire que la di�érene de struture entre les deux modèles puisse expli-quer es di�érenes entre les distributions ioniques obtenues. En e�et, dans les simulationsmirosopiques, les feuillets ont une épaisseur et sont périodiquement reproduits par lasommation d'Ewald dans toutes les diretions, alors que dans le modèle mésosopique iln'y a, a priori, que deux feuillets sans épaisseur. En fait, ette di�érene entre les onditionsaux limites n'en est pas une. A ause du théorème de Gauss, le hamp réé par les autresfeuillets s'annule. De même l'épaisseur de eux-i n'in�uene pas le hamp életrique. Lasolution de l'équation de Poisson-Boltzmann est don aussi valable pour un ensemble �niou in�ni de feuillets de n'importe quelle taille.En onlusion, même si le modèle mésosopique est d'autant plus préis que la distaneinterfoliaire est importante et n'est don pas très justi�able pour une argile trop ompate,l'aord entre les deux distributions pour des séparations de feuillets intermédiaires est très
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164 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILE
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Fig. 7.3 � Intégrale des distributions ioniques pour nos deux modèles.bon. Cela permet d'appliquer l'équation de Poisson-Boltzmann pour les argiles hydratées.Il avait déjà été remarqué que, pour l'argile, elle-i était en aord ave les simulations deMonte-Carlo en solvant ontinu [202℄. Elle est aussi en bon aord ave les simulations àsolvant disret, du moins si auun sel n'est ajouté.7.2.2 E�et DonnanQuand un sel, par exemple NaCl est ajouté dans l'eau en ontat ave l'argile il pénètreentre les feuillets. A l'équilibre, les onentrations extérieures Cext et intérieures Cint ne sontpas égales : Cint 6= Cext. C'est l'e�et Donnan. Entre les feuillets, la onentration moyennedu ation (le ontre-ion) C0
1 et la onentration moyenne de l'anion C0

2 sont données par
C0

1 =
2σ

LZe
+ Cint (7.8)

C0
2 = Cint (7.9)Pour omparer ave les expérienes, il est néessaire d'évaluer l'e�et Donnan pare que laonentration interne Cint est souvent inonnue. La relation entre Cint et Cext se détermineen égalisant les deux potentiels himiques, externe et interne du sel : µs

ext = µs
int.L'expression du potentiel himique de l'ion i dans l'espae interfoliaire qui est ompa-tible ave l'approximation de Poisson-Boltzmann est

µi = µ0
i + kBT lnCi(z) + Zieψ(z). (7.10)
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7.2. ÉQUILIBRE : APPROCHES MÉSOSCOPIQUE ET MICROSCOPIQUE 165En utilisant (7.1) et Z1 = −Z2 = Z, on obtient alors le potentiel himique du sel dansl'argile
µs

int = µ0
1 + µ0

2 + kBT lnM1M2. (7.11)Dans la solution externe, le potentiel himique du sel étant
µs

ext = µ0
1 + µ0

2 + 2kBT lnCext. (7.12)l'équilibre de Donnan s'érit
M1M2 = C2

ext. (7.13)Comme φ est dé�ni à une onstante additive près, nous pouvons hoisir [207℄ M1 = Cext .On a alors M2 = Cext.Ce hoix permet de simpli�er l'équation de Poisson-Boltzmann
d2φ

dz2
=
κ2

ext

Z
sinh(Zφ) (7.14)où κext =

√
8πLBZ2Cext est la longueur d'éran de Debye externe. En résolvant l'équationde Poisson-Boltzmann, nous sommes alors apables de aluler Cint en fontion de Cext. Lerapport Cint/Cext en fontion de Cext est donné sur la �gure 7.4 pour di�érentes distanesinterfoliaires L.
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Fig. 7.4 � Rapport entre les onentrations internes et externes en fontion de Cext.Pour L petit, Cint/Cext reste à peu près linéaire quand Cext tend vers 0, e qui montreune loi limite de la forme Cint ∝ C2
ext. Pour des distanes interfoliaires plus larges, Cint/Cext
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166 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILEse rapprohe d'une fontion en palier (fontion de Heaviside). Ces omportements peuventse retrouver analytiquement.Si la onentration de sel ajouté est faible (κextL << 1), on peut onsidérer qu'aupremier ordre φ n'est pas modi�é. Pour une argile fortement hargée F = πZLLBσ/e ≥ 1,un développement de la solution analytique de l'équation de Poisson-Boltzmann [207℄ donnealors
Cint

Cext
=
κ2

extL
2

8π2
(1 +

3

F
). (7.15)Pour la montmorillonite dérite dans la première setion de e hapitre, σ/e ≃ 0,008 Å−2.Si le sel ajouté est un életrolyte 1-1, omme LB ≃ 7 Å pour les solutions aqueuses à 25 oC,on a e�etivement F ≥ 1 si L est supérieur à 5 Å, e qui est lairement le as ii.Dans le as des onentrations en sel ajouté importantes, ou pour des distanes inter-foliaires élevées (κextL >> 1), les e�ets des deux plans peuvent être déouplés, si bien quel'on peut utiliser une approximation de superposition :

φ(z) = φ0(z − L/2) + φ0(z + L/2) (7.16)où φ0(z) est le potentiel alulé par l'équation de Poisson-Boltzmann ave une simplesurfae hargée en z = 0 :
tanh

Zφ0

4
= γe−κextz (7.17)où γ est un fateur d'intégration donné par γ =
√

1 + 1/ZE−1/ZE ave E = 2πLBσ/κexte.En supposant que C1(0) = C2(0) = Cext et φ = 0 en z = 0, 'est à dire en supposant que lesplans sont su�samment éloignés l'un de l'autre pour que la onentration de l'életrolytesoit homogène au milieu, nous obtenons :
Cint =

1

L

∫ L/2

−L/2

C2(z) dz =
Cext

L

∫ L/2

−L/2

e−Zφ(z) dz (7.18)e qui donne, ompte tenu de (7.16) et de (7.17) :
Cint

Cext

= 1 − γ

1 + γ

8

κextL
. (7.19)Dans toute la gamme de onentration, le rapport de l'e�et Donnan Cint/Cext peut êtrealors obtenu par un développement de Padé :

Cint

Cext
≃ A(κextL)2

1 + ABκextL+ A(κextL)2
(7.20)où A = (1 + 3/F )/(8π2) and B = 8γ/(1 + γ). Cette approximation redonne les loisorrespondant aux deux as limites. Dans le domaine des onentrations intermédiaires,ette formule analytique redonne la valeur numérique donnée par l'équation de Poisson-Boltzmann ave une erreur de 5 − 10%. Notons qu'il a déjà été véri�é que l'e�et Donnan
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7.3. TRANSPORT DES IONS : ÉLECTROOSMOSE ET CONDUCTIVITÉ 167alulé par l'équation de Poisson-Boltzmann est en aord quantitatif ave les simulationsde Monte-Carlo (en solvant ontinu) dans l'ensemble grand anonique et ave les donnéesexpérimentales [207℄, dans un as similaire.En résumé, on peut aluler la onentration interne de sel à partir de la onentrationexterne, e qui permet ensuite de déterminer les distributions des ions. Il est alors possibled'obtenir les propriétés de transport. Ajoutons que ette étude pourrait être poursuivie parle alul de la distane interfoliaire d'équilibre en érivant que la répulsion életrostatiquedes feuillets, représentée par la pression osmotique, est équilibrée par la fore d'attrationde Van der Waals que l'on pourrait modéliser par une simple onstante d'Hamaker [20℄.7.3 Transport des ions dans l'espae interfoliaire : éle-troosmose et ondutivité7.3.1 ÉletroosmoseDans e paragraphe, nous proposons de aluler l'életroosmose dans l'argile, en adap-tant la méthode de Smoluhowski [214℄ à notre milieu poreux. L'életroosmose est l'e�etéletroinétique orrespondant au mouvement d'ensemble de la solution sous l'e�et d'unhamp életrique extérieur. La vitesse hydrodynamique vs de la solution véri�e l'équationde Stokes
η∆vs + Fv − gradP = 0. (7.21)ave div vs = 0 si le �uide est inompressible. gradP est le gradient de pression et Fv lafore extérieure par unité de volume. Si le hamp életrique est dirigé suivant l'axe Oy, lehamp de vitesse életroosmotique induit véri�e vs = vs(z)ey, où ey est le veteur unitairede l'axe Oy.La projetion suivant l'axe y donne alors

ηv′′s (z) + ρelE = 0. (7.22)La densité de harge életrique ρel peut être obtenue par l'équation de Poisson ψ′′(z) =
− ρel

ǫ0ǫr
. Ainsi

ηv′′s (z) − ǫ0ǫrψ
′′(z)E = 0. (7.23)En notant φ = eψ/kBT , ave les onditions aux limites vs(z) = 0 pour z = ±L/2, onobtient en intégrant

vs(z) =
e

4πηLB

[φ(z) − φ(L/2)]Eey. (7.24)S'il n'y a pas de sel ajouté, φ(z) = 2
Z

ln cosαz, si bien que
vs(z) =

e

2πηZLB

ln
cosαz

cosαL/2
Eey. (7.25)
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168 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILE
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Fig. 7.5 � Pro�ls de vitesse életroosmotique sans sel ajouté pour di�érentes distanesinterfoliaires.Les pro�ls de vitesse életroosmotique sans sel ajouté sont représentés pour di�érentesdistanes interfoliaires sur la �gure 7.5. L'életroosmose est d'autant plus importante queles plans sont éloignés.Si l'on ajoute du sel, les vitesses életroosmotiques alulées à partir de l'équation dePoisson-Boltzmann néessitent une résolution numérique. La variation du pro�l de vitesseéletroosmotique est représentée sur la �gure 7.6 pour une distane interfoliaire L = 40 Ået pour di�érentes onentrations. Si la teneur en sel est importante, le pro�l à peu prèsparabolique sans sel ajouté est remplaé par un plateau qui orrespond à la déroissanerapide du potentiel életrostatique dans la double ouhe. On augmente alors l'érantageéletrostatique et l'életroosmose est réduite.
7.3.2 CondutivitéCondutivité spéi�queLa ondutivité a plusieurs ontributions dont l'ordre de grandeur varie ave la onen-tration. Sans sel ajouté, elle est due à la ondutivité intrinsèque du ontre-ion et à l'e�etéletroosmotique. Notons que la ondutivité intrinsèque du ontre-ion n'est rien d'autre
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7.3. TRANSPORT DES IONS : ÉLECTROOSMOSE ET CONDUCTIVITÉ 169
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Fig. 7.6 � Pro�ls de vitesse életroosmotique pour di�érentes onentrations de sel ajouté.La distane interfoliaire onsidérée est de 40 Å.que sa ondutivité dans le référentiel du solvant2 :
χ = χint + χe.o.. (7.26)L'atmosphère ionique n'est pas perturbée par le mouvement possible des anions. Il n'ya don pas d'e�et de relaxation. La mobilité intrinsèque du ontre-ion dépend fortementdu détail de la surfae et elle est don di�ilement modélisable en solvant ontinu. Noussupposerons don qu'elle est onstante pour haque distane interfoliaire L et qu'elle suitstritement la relation de Nernst-Einstein

D/u = kBT/Ze = RT/ZF (7.27)ave D le oe�ient de di�usion du ontre-ion et u sa mobilité intrinsèque de surfae. Onpourrait l'obtenir expérimentalement. Cette ondutivité intrinsèque sera notre valeur deréférene par rapport à laquelle tous les autres e�ets seront évalués. Elle ne peut pas êtreorretement alulée, sauf par des simulations en solvant disret. Elle ontient en e�et laondutivité de surfae dans la double ouhe.La ondutivité életroosmotique admet di�érentes valeurs en fontion de la distaneinterfoliaire. Si auun sel n'est ajouté, elle peut être diretement évaluée en faisant la2Il s'agit en fait plut�t du référentiel du entre de masse, mais les deux oïnident si la solution estsu�samment diluée.
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170 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILEmoyenne de la vitesse életroosmotique dans l'espae entre les feuillets :
χe.o. =

e2α2

4π2Z2L2
Bη

[
tan (αL/2)

αL/2
− 1

]

. (7.28)Dans le as où l'on rajoute un életrolyte, une nouvelle ontribution apparaît. Laondutivité du sel doit en e�et être ajoutée aux deux ondutivités, intrinsèque et éle-troosmotique. De plus, es deux dernières ondutivités sont modi�ées par la présene desel et doivent don être réévaluées. Nous négligerons ii les modi�ations de la ondutivitéintrinsèque, qui reste essentiellement un phénomène de surfae.La ontribution du sel peut être obtenue en onsidérant qu'il s'agit de l'extension dela mobilité intrinsèque à l'életrolyte ajouté. L'augmentation de la fore ionique donnedes ontributions non idéales similaires à elles des solutions libres, qui peuvent don êtreobtenues de la même façon en introduisant des fateurs de non idéalité qui peuvent êtrereprésentés par la théorie MSA [208℄. Nous avons ainsi
χ = χint + χsel + χe.o.. (7.29)
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Fig. 7.7 � Condutivité életroosmotique spéi�que en fontion de la onentration externepour di�érentes distanes interfoliaires.En présene d'életrolyte ajouté, la ontribution életroosmotique est donnée par
χe.o. =

1

L

∫ L/2

−L/2

(
∑

i

ZieCi(z)

)

us(z) dz (7.30)
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7.3. TRANSPORT DES IONS : ÉLECTROOSMOSE ET CONDUCTIVITÉ 171ave us(z) = vs(z)/E. Comme nous l'avons vu dans la setion préédente, la variablepertinente n'est pas la onentration interne de sel ajouté, mais la onentration externe.Nous avons don utilisé Cext omme variable pour estimer la ondutivité életroosmotiquespéi�que pour di�érentes distanes interfoliaires (�gure 7.7). La ondutivité spéi�queéletroosmotique est plus importante pour les faibles L et elle déroît légèrement ave laonentration du sel.La ontribution de sel a été alulée par la théorie MSA transport utilisée dans lessolutions libres. Il s'agit là aussi de la ondutivité du sel dans le référentiel du solvant, lemouvement de elui-i ayant été pris en ompte dans le terme de ondutivité életroos-motique. Il faudrait pour être plus préis tenir ompte expliitement du on�nement, maisnous pensons que pour des distanes interfoliaires su�samment grandes, les deux e�etsprinipaux (életrophorétique et de relaxation) ne sont pas trop modi�és. Nous avons al-ulé ette ontribution pour un modèle de NaCl ave un diamètre moyen des deux ions de
3,3 Å. Le résultat est représenté sur la �gure 7.8.
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Fig. 7.8 � Condutivité spéi�que du sel en fontion de la onentration externe pourdi�érentes distanes interfoliaires.La ondutivité spéi�que MSA varie presque linéairement ave la onentration ex-terne, sauf pour les petites distanes interfoliaires ou les petites onentrations, en raisonde l'e�et Donnan.En additionnant les deux ontributions, on obtient la onentration spéi�que totale(sans le terme de ondutivité intrinsèque du ontre-ion). Les faibles distanes interfoliairesdonnent une ondutivité relativement importante en absene de sel ajouté, en raison del'importane du ourant életroosmotique. Le résultat est représenté sur la �gure 7.9. Il y
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172 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILE
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Fig. 7.9 � Condutivité spéi�que totale (sans la ontribution intrinsèque du ontre-ionqui n'est pas alulée) en fontion de la onentration externe pour di�érentes distanesinterfoliaires.a lairement deux domaines sur la ourbe. Pour des faibles onentrations, l'életroosmoseest l'e�et prédominant. La ondutivité est alors d'autant plus importante que la distaneinterfoliaire est petite. À l'opposé, pour des onentrations plus élevées, la ondutivité dusel dépasse la ondutivité életroosmotique et la somme est alors plus importante pour leslarges distanes L. Le point d'intersetion entre es deux omportements est obtenu pour
κextL ≃ 1, e qui donne, ompte tenu des distanes L onsidérées Cext ≃ 0,5 mol.L−1.Condutivité équivalenteLa linéarité de la ondutivité spéi�que ave Cext est simplement due au fait que lenombre d'ions présents dans la solution interfoliaire est proportionnel à la onentrationextérieure (si elle-i est su�samment élevée). Comme dans la théorie des solutions libres,la déviation par rapport à e omportement idéal peut être exprimée en termes de ondu-tivités équivalentes

Λ =
χ

ZCext
(7.31)La théorie MSA du transport est ii partiulièrement utile pare qu'elle est apable dedérire la ondutivité de l'életrolyte jusqu'à des onentrations molaires. La ondutivitééquivalente du sel est représentée sur la �gure 7.10.Pour des onentrations petites, la ondutivité équivalente du sel tend vers une valeurnulle. Ce omportement est très di�érent de elui des solutions libres. Le oion est en
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7.3. TRANSPORT DES IONS : ÉLECTROOSMOSE ET CONDUCTIVITÉ 173

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0
Cext  /  mol dm

−3

0.0

2.0

4.0

6.0

8.0

10.0

co
nd

uc
tiv

ité
 e

qu
iv

. d
u 

se
l  

/  
10−

3  S
 m

2  m
ol

−
1

 L = 10 Å
 L = 20 Å
 L = 30 Å
 L = 40 Å
 L = 70 Å
 L = 100 Å

solution libre

Fig. 7.10 � Condutivité équivalente du sel en fontion de la onentration externe pourdi�érentes distanes interfoliaires.e�et repoussé par les sites hargés de la montmorillonite et le sel ne peut pas pénétrer.Ensuite, la valeur atteint à peu près un plateau. Mais elui-i dépend de la distane entreles feuillets et ne s'approhe de elui de la solution libre que pour des distanes interfoliairestrès grandes et des onentrations élevées. Si la valeur de L est su�samment importante,il y a dans le domaine intermédiaire un maximum de la ondutivité du sel.En rajoutant la ontribution életroosmotique, nous obtenons la �gure 7.11. Dans tousles as, la ondutivité équivalente déroît au début très rapidement ave la onentrationexterne pour se rapproher ensuite de la onentration du sel. Elle diverge même pour lesfaibles onentrations externes. En fait, ette divergene ne signi�e pas grand hose, ellevient simplement de l'életroosmose du ontre-ion qui n'est pas nulle pour Cext = 0. Enpratique, ela signi�e simplement que l'on aura du mal à mettre en évidene le début de laourbe 7.10 puisque la ontribution du sel, in�niment petite, est noyée dans la ontributionéletroosmotique in�niment grande.Lois limitesIl est intéressant de remarquer que les lois limites d'Onsager en raine arrée de laonentration ne sont pas valables pour les milieux on�nés. En e�et, ni Λe.o. ni Λsel nevarient linéairement en fontion de la raine arrée de la onentrations externe Cext pourdes faibles quantités de sel ajouté, en raison de l'e�et Donnan. La onentration interne
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174 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILE
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Fig. 7.11 � Condutivité équivalente totale (sans la ontribution intrinsèque du ontre-ionqui n'est pas alulée) en fontion de la onentration externe pour di�érentes distanesinterfoliaires.est donnée par la formule (7.15) qui est équivalente à
Cint =

L2Z2LB

π

(

1 +
3

F

)

C2
ext = ξC2

ext. (7.32)En utilisant la solution analytique de l'équation de Poisson-Boltzmann sans sel ajouté,nous obtenons la loi limite pour la ondutivité életroosmotique
χe.o. = χ0

e.o. −GC2
ext (7.33)où χ0

e.o. est donné par (7.25) et G est une onstante positive analytiquement onnue. Laprésene de sel ajouté fait don déroître la ondutivité életroosmotique. Pour de faibles
Cext, la ondutivité du sel peut être obtenue à partir de la loi limite d'Onsager des solutionslibres

χsel

ZCint
= A− B

√

Cint = A−B
√

ξCext (7.34)où A et B sont des onstantes positives onnues. La ondutivité spéi�que dé�nie aveles onentrations externes est alors
Λsel =

χsel

ZCext

= AξCext −Bξ3/2C2
ext. (7.35)Par onséquent, la ondutivité totale équivalente varie linéairement en Cext pour desfaibles onentrations.
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7.4. CONCLUSION 1757.4 ConlusionNous avons ainsi proposé un modèle mésososopique pour le transport des ions dansl'argile montmorillonite. L'avantage de ette desription, outre sa simpliité, vient du faitqu'elle est diretement transposable à d'autres systèmes ave la même géométrie, les seulsparamètres du modèle étant la distane interfoliaire L, la harge de surfae, la onentra-tion du sel, la taille des ions, la onstante diéletrique ainsi que la visosité du solvant.Compte tenu des approximations néessaires pour le justi�er, notre étude est valable pourde grandes distanes interfoliaires (pour justi�er le modèle à solvant ontinu) et pour desonentrations de sel pas trop importantes, jusqu'à 2-3 mol L−1 (pour pouvoir appliquerla théorie du transport MSA).La omparaison ave les simulations en solvant disret montre que la limite d'appliationse situe vers 20 Å, ompte tenu du très bon aord ave les distributions ioniques pourette distane, sauf en e qui onerne la présene d'osillations qui ne sont pas dues à lataille des ions mais à elle des moléules de solvant. Cette étude justi�e l'appliation del'équation de Poisson-Boltzmann, au moins en l'absene de sel ajouté.L'intérêt de notre approhe vient du fait qu'elle permet ensuite de aluler failement lespropriétés d'équilibre et de transport. Nous l'avons fait pour l'életroosmose et la ondu-tivité. Ces deux grandeurs dépendent fortement de la distane interfoliaire. Les lois limitesqui aratérisent les solutions libres ne sont pas valables dans l'argile ave les onentrationsexternes, (qui est le paramètre �xé expérimentalement) en raison de l'e�et Donnan.L'étape suivante de notre étude pourrait être la omparaison ave les expérienes,omme il a été prévu de le faire. Néanmoins, la omparaison n'est pas évidente pourplusieurs raisons.� Tout d'abord, expérimentalement, la distane interfoliaire L et la onentration ex-terne en sel ajouté Cext ne sont pas indépendantes. Le gon�ement de l'argile dépenden e�et du sel ajouté. On pourrait en fait assez failement prendre ela en omptedans notre modèle en érivant que l'interation életrostatique répulsive entre lesfeuillets est équilibrée par l'attration de Van der Waals que l'on peut modéliser parune simple onstante d'Hamaker. Cei ne donnerait néanmoins pas forément de trèsbon résultats. Le gon�ement dépend en e�et non seulement de la onentration dusel mais aussi de la nature des ions qui se �xent di�éremment sur les feuillets suivantleur nature. De plus il dépend aussi de la façon dont l'argile a été préparée. Aussi, lealul e�etif de L se prête mal à une modélisation en solvant ontinu.� Ensuite, notre modèle ne donne pas la ondutivité intrinsèque du ontre-ion. Celle-iqui représente essentiellement un phénomène de surfae doit être ajustée par rapportà l'expériene.� En�n, la struture aux grandes éhelles de distanes dans l'argile n'est plus enfeuillets. Ceux-i se regroupent en disques plats de taille, de forme et d'orientationdi�érentes. La ondutivité des ions se fait aussi en surfae ou dans la solution librequi entoure l'argile. Nous n'avons alulé que la ondutivité3 dans les feuillets et3Celle-i est en fait dans les feuillets un tenseur diagonal dont la omposante suivant Oz est nulle et
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176 CHAPITRE 7. DYN. DES IONS EN MILIEU CONFINÉ : EX. DE L'ARGILEil faut utiliser un autre modèle pour en déduire la ondutivité globale de l'argilehydratée.Ainsi, la omparaison quantitative de notre théorie ave les expérienes néessite un trai-tement partiulier.Il est bien sûr possible d'étendre notre travail à d'autres milieux on�nés où les ompa-raisons ave les expérienes sont peut-être plus failes. On pourrait aussi utiliser d'autresdesriptions de l'équilibre que elles basées sur l'équation de Poisson-Boltzmann, en uti-lisant par exemple des fontionnelles de la densité plus préises. Mais ompte tenu dela omparaison ave les simulations, pour aller réellement au delà de l'approximation dePoisson-Boltzmann, il faudrait tenir ompte expliitement du solvant.La desription du transport pourrait aussi être améliorée. On pourrait ainsi utiliser unethéorie au niveau Smoluhowski où le traitement du on�nement serait expliite, en tenantompte de elui-i dans la relaxation ou en utilisant des tenseurs hydrodynamiques quitiennent ompte des onditions aux limites partiulières. Le résultat ne serait ependant pasforément analytique. Il pourrait être aussi instrutif de développer une théorie du transportau niveau Liouville, en solvant disret. Cei permettrait d'interpréter plus failement lessimulations. On pourrait ainsi s'attaher à retrouver le traitement à la Smoluhowski del'életroosmose qui pourrait s'érire par des formules ressemblant à elles de Kubo.

dont les termes suivant Ox et Oy ont été donnés par notre modèle.
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177
Chapitre 8ConlusionAu ours de e travail, nous avons développé une modélisation autoohérente de ladynamique des ions dans les solutions d'életrolytes. Pour ela, nous avons proposé uneapprohe globale en utilisant l'approximation sphérique moyenne (MSA) du modèle primitifdes életrolytes pour représenter les fontions de distribution d'équilibre en solvant ontinu.La desription du transport dans les solutions onentrées néessite de tenir ompteexpliitement de la notion de référentiel que nous avons expliitée. Les progrès des modéli-sations en solvant ontinu avaient déjà montré l'importane du hoix du niveau de référenepour la desription des propriétés d'équilibre :� Niveau Ma Millan-Mayer pour la théorie, exprimée en onentrations molaires.� Niveau Lewis-Randall pour les résultats expérimentaux, exprimés en molalités.Dans le as de la dynamique, de la même manière, nous avons montré qu'on retrouvait unetelle di�érene de référentiel :� Pour la théorie, la modélisation en solvant ontinu au niveau de l'équation de Smo-luhowski se fait dans le référentiel du solvant, tant pour les aluls analytiques quepour les simulations. Même si ette équation n'est pas diretement érite dans eréférentiel, le traitement des interations hydrodynamique impose de s'y plaer ex-pliitement pour éliminer physiquement les problèmes de divergene.� Pour les résultats expérimentaux, le référentiel dépend de la grandeur mesurée. Par-fois, on peut diretement utiliser la valeur alulée par la théorie en solvant ontinu,soit pare que le oe�ient est expliitement mesuré dans le référentiel du solvant(nombre de transport), soit pare qu'il est indépendant du référentiel (ondutivitéou autodi�usion).En revanhe, le oe�ient de di�usion mutuelle est mesuré dans le référentiel des volumes.Un fateur de onversion, qui s'obtient simplement à partir des mesures de densité, doitalors être pris en ompte si l'on s'intéresse aux solutions onentrées.Nous avons aussi expliité le lien entre la théorie analytique MSA-transport et la dy-namique aux temps ourts (de la pioseonde à quelques nanoseondes). Les fontionsd'autoorrélation permettant d'obtenir les oe�ients de transport en dynamique brow-nienne ont été expliitées et nous avons véri�é la validité de ette approhe dans le as
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178 CONCLUSIONde la di�usion mutuelle. L'utilisation du ouplage de modes a aussi permis d'éluider leproblème de l'autodi�usion aux temps ourts qui est plus rapide qu'aux temps longs, enraison de la lenteur du mode de relaxation.Les théories de transport MSA ont ainsi pu être appliquées ave des diamètres ioniquesidentiques. Par un seul jeu de tailles ioniques, il est possible de dérire l'ensemble des pro-priétés dynamiques (ondutivité, di�usion mutuelle, autodi�usion) et d'équilibre (pressionosmotique) des ions. Cela signi�e que nous disposons d'une desription des életrolytes dis-soiés et assoiés en solvant ontinu orrete, ohérente, et appliable pour des solutionsonentrées (jusqu'à 2 M).De nombreuses extensions sont évidemment possibles. Nos théories pourraient se gé-néraliser à d'autres grandeurs de transport, qui ne sont pas diretement reliées à l'ap-proximation di�usive, omme par exemple la visosité dynamique. Nous avons d'ailleursommené l'étude de e oe�ient, en partiulier par ouplage de modes1. Nous envisa-geons également de véri�er les préditions de notre modèle dynamique pour la variationdes oe�ients d'autodi�usion aux temps ourts. Pour les életrolytes, e travail pourraêtre étendu à la ondutivité, en donnant en quelque sorte l'équivalent mirosopique dutravail de Debye-Onsager-Falkenhagen.Nos théories sont aussi suseptibles d'être étendues plus ou moins diretement à d'autressystèmes. La visosité, l'autodi�usion, la ondutivité et la di�usion mutuelle, ainsi que lesoe�ients d'ativité ou osmotique des � gros � életrolytes pourraient par exemple êtreanalysés. Ces modélisations en solvant ontinu sont aussi appliables à divers problèmesde milieux poreux hargés, omme la dynamique des ontre-ions dans les argiles. Le déve-loppement de es méthodes aux milieux on�nés et aux phénomènes életroinétiques estune voie nouvelle qui doit enore être validée par les expérienes.Les théories de ouplage de modes peuvent jeter un pont entre les modèles à solvantontinu et les modèles à solvant disret grâe à leur prise en onsidération des fontionsde orrélation et de leur dépendane temporelle. Nous serons ainsi en mesure de rendreompte de la dynamique des systèmes oulombiens (solutions mais aussi sels fondus) dansune très large gamme de temps et de onentrations.Conluons en préisant que e travail a donné lieu à plusieurs publiations : deux pa-1Pour la visosité des solutions de petits életrolytes onentrés, une approhe en solvant disret sembleinontournable.
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CONCLUSION 179rues2, quatre aeptées3, une soumise4 et deux en préparation5 ainsi qu'à plusieurs ommu-niations de ongrès dont les omptes-rendus ont été publiés6. En outre, a�n de permettrel'utilisation ommode des outils que nous avons élaborés, nous nous proposons de mettrerapidement à la disposition du publi sienti�que les programmes relatifs à la onduti-vité, à la di�usion mutuelle, aux oe�ients d'ativité et osmotique sur le site Internet7 dulaboratoire Li2.2A.-L. Rollet, M. Jardat, J.-F Dufrêhe, P. Turq et D. Canet.Multisale dynamis in ioni media.J. Mol. Liq., 92, 53-65 (2001)J.-F. Dufrêhe, V. Marry, O. Bernard, P. Turq.Models for eletrokineti phenomena in montmorillonite.Coll. Surf. A 195, 171-180 (2001)3J.-F Dufrêhe, M. Jardat, A.-L. Rollet, P. Turq.Ioni dynamis in eletrolyte solutions : from models to experimental values.à paraître au J. Mol. Liq.J.-F Dufrêhe, O. Bernard, P. Turq.Transport equations for onentrated eletrolyte solutions : referene frame, mutual di�usion.à paraître au J. Chem. Phys.J.-F Dufrêhe, O. Bernard, P. Turq.Mutual di�usion oe�ients in onentrated eletrolyte solutions.à paraitre au J. Mol. LiqJ.-F. Dufrêhe, O. Bernard, P. Turq, A. Mukherjee, B. Baghi.Ioni self-di�usion in onentrated eletrolyte solutions.à paraître à la Phys. Rev. Lett.4J.-F Dufrêhe, M. Jardat, T. Olynyk, P. Turq.Mutual di�usion oe�ients of harged partiles in solution from Brownian dynamis simulation.soumis au J. Chem. Phys.5J.-F Dufrêhe, O. Bernard, P. Turq.Mutual di�usion in assoiated eletrolyte solutions.en préparationJ.-F. Dufrêhe, M. Jardat, P. Turq, B. Baghi.Mode-oupling theory of time dependant self-di�usion oe�ient in eletrolyte solutions.en préparation6A.-L. Rollet, M. Jardat, J.-F. Dufrêhe, P. Turq D. Canet.Transport properties in ioni media.Mat Res. So. Symp. Pro. 651, T9.5.1-T9.5.6 (2001)V. Marry, J.-F. Dufrêhe, O. Bernard, P. Turq.Eletrokineti phenomena in montmorillonite.Mat Res. So. Symp. Pro. 651, T7.1.1-T7.1.6 (2001)7http ://www.r.jussieu.fr/li2/
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