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Abstract. A model is given, in variational form, in which volumic '~Bean currents", ruled by
Bean's law, and surface "London currents" coexist. This macroscopic model generalizes Bean's

one, by appending to the critical density jc a second parameter, with the dimension of a length,
similar to London's depth A The one-dimensional version of the model is investigated, in order

to link this parameter with the standard observable H-M characteristics

Rdsumd. On propose un modAle, sous forme variationnelle, associant des ~'courants de

Bean" volumiques, d4crits par la loi de Bean. et des "courants de London", surfaciques Ce

modAle macroscopique g4n4ralise celui de Bean, caract4ris4 par le courant critique jc, et fait

intervenir un second parambtre, homogbne h une longueur, analogue au A de London. La version

unidimensionnelle du modAle est 4tud14e en d4tail de maniAre h relier ce paramAtre h l'observation

des caract4ristiques H-M usuelles,

1. Introduction

Dans beaucoup de travaux num6riques r6cents [8,10,12,14],
on traite Ies supraconducteurs

comme des "matdriaux de Bean", c'est-h-dire, selon une gAnAralisation naturelle du modble de

Bean [2j, comme des conducteurs oh densitd de courant j et champ dlectrique e sont parallAles,
Ieurs modules dtant relids par une Ioi non-Iindaire telle que celle de la figure 1, caractdrisde par

un "courant critique" jc, fonction de la tempdrature, et qui peut de plus ddpendre de l'intensitd

locale du champ h. Voir [3] pour la thdorie de cette mdthode.

MaIgr6 Ies succbs de cette moddlisation, et la facilitd de calcul qu'elle permet (en dimension

2, ii s'agit du "problAme de Stefan" classique [11j, pour Iequel on dispose de mAthodes trAs

efficaces [13j), eIIe
a Ie dAfaut de ne pas tenir compte des courants de surface (dfis h d'autres

mdcanismes que la dArive des vortex, qui est h la base du modAle de Bean), qu'on ne peut pas

n6gIiger en pratique. La "Ioi de London" (5) ci-dessous est un des modAles possibles pour ces

courants.
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Fig. 1. La situation, et la loi j-e dans Qs. Courants selon z3.

[Situation, and j-e law in Qs. Currents are along z3.)

Le but de cet article est de donner une formulation variationnelle du problbme oh puissent
coexister "courants de Bean" (intdrieurs, r6gis par la loi de Bean) et "courants de London"

(superficiels). II en rdsulte imm6diatement un sch6ma num6rique utilisable. La fommlation

a un sens en dimension 3, mais on se limitera h la dimension 2 l'courants parallAles, champ
transverse), et h un seul conducteur pour I'essentiel de cet exposA.

Rappelons Ie modAle avec Ioi de Bean g6nAralisde dans ce cas (Fig. 1). On
a j

=
(o, o, j),

oh la 3~ composante j ne dApend pas de z3, et de mAme, e =
(o, o, e) Le domame de calcul

Q, de frontibre r, dans Ie plan xi -z2, est la rAunion de I'air HA, du supraconducteur as et de

l'interface Z. La formulation "forte" est

3tJ div(pp~ grad e)
=

o dans Q, (1)

pp~ fine
=

0tHtang sur r, ' (2)

oh Htang est la projection tangentielle (dans le
sens

direct) du champ appliquA H(t) sur r,

avec la Ioi de comportement

j =

/T(e) dans as, J =
o dans HA, (3)

oh £T est une fonction impaire monotone (Fig. 1, h droite).
Pour en avoir une formulation faible (aprbs quoi la discrAtisation par Ailments finis est sans

problbme), on note E l'espace de Sobolev H~(Q) et on demande, pour t > o et H(t) donnA, de

trouuer e E E tel que /T(e)
=

o d t
=

o et

/0t£T(e) e' + pj~ grad e grad e'
=

0tHtang e' (4)
~

POUT tout e' dans E et t > o. Selon que la circulation de H(t) le long de r est nulle ou non,

on peut traiter soit le problbme des courants mduits par un champ horizontal parasite, soit le

problbme de la r4partition des courants de transport, avec la mAme formulation et le mAme

code.

Les courants de London n'existant de toute faqon que dans une Apaisseur de l'ordre de J

(la profondeur de London [9j, celle qui figure dans (5) ci-dessous, de l'ordre de o,1 h 1pm), en

gAnAral trAs infArieure h la taille des AlAments finis,
en tenir compte suppose qu'on ajoute au

modble (3)(4) quelque terme de surface. Mais de plus, ii y aura alors une discontinuitA de e
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au passage de Z, donc ii faut agrandir I'espace E. Pour voir de quelle faqon, on commencera

par un modble mixte, associant modble de Bean en profondeur et Ioi de London dans une

couche superficielle, et on fera ensuite tendre I'Apaisseur de celle-ci vers 0 en mAme temps

que Ie parambtre de London, d'oh un modble Iimite (Sect. 2). On verra ensuite comment la

valeur effective de l'Apaisseur intervient dans Ies rAsultats, de manibre h pouvoir la relier I

l'observation (Sect. 3), et on donnera quelques indications sur le passage h la dimension 3.

"Courants de Bean" et "courants de London" sont bien entendu des fictions, correspondant
h des moyennes spatiales des supercourants responsables de la supraconductivitd. La termino-

logie n'est pas fixde. Les "courants de London" de cet article sont (es "courants de Meissner"

de [6j, par exemple. Pour d'autres auteurs, "courants de Meissner" semble ddsigner tous (es

courants responsables de I'expulsion du champ magndtique hors du conducteur (effet Meiss-

ner). Je remercie l'un des lecteurs de sa suggestion d'appeler "courant de Bean" la moyenne

macroscopique (non nulle dans I'Atat mixte) des supercourants mternes.

2. Association de London et Bean, et modkle limite

On rappelle que la Ioi de London s'Acrit

Po>~0tj
= e, 15)

et ceci, combind avec la loi de Faraday po 0th + rot e =
o et la relation d'AmpAre rot h

=
j,

donne e + J~ rot rot e =
o, c'est-h-dire, dans le prdsent contexte,

e-J~ he
=

0. (6)

Supposons donc (Fig. 2) l'interface Z entourde d'une couche QL d'6paisseur 2J, avec J du mAme

ordre que J, oh (6) remplace (3). Appelons as et HA (avec J sous-entendu) ce qui reste de

supra et d'air h l'intArieur et h l'ext6rieur de cette couche. Dans cette situation modifide, (4)
devient

/0t£T(e) e'+
/

pi grad e grad e'+ J~~ /
pi e

e'
=

/
0tHtang e' V e' E E. ii)

~s ~ ~~ r

On vArifie en effet que ceci assure (6) en prenant e' h support dans QL et en
intAgrant par

parties.
Or si l'on dAsigne par

E~ le sous-espace de E constituA par les champs e qui vdrifient (6)
dans QL, c'est-h-dire qui vArifient

/pp~ grade grade'+ J~~ ~j~
e

e'
=

0

~L
~L

pour tout e' h support dans QL (noter que E~ est bien fermA dans E, comme il se
doit), on a,

pour e' cette fois dans E~,

/~p~ grade grade'+ J~~ ~p~ee'
=

pp~ one e', (8)
~L

~L
~L

de sorte que le problbme se rddcrit tTouveT e E E~ tel quo /T(e)
=

0 1t
=

0 et

/3t£T(e) e'+
/ ~j~ grade grade'+ ~i~ /

fine e'
=

/
3tHtang e' e' E E~.

~s ~su~~ m~ r
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Fig. 2. Agrandissement de Qs par une couche '~de London" QL d'4paisseur 2d (h g.), et dddoublement

des DdL sur E 16 d.).

[Enlarging Qs by a '~London layer" QL of width 2d (left), and doubling of degrees of freedom on E

(right).j

Il ne reste alors qu'h passer h la limite selon J et J, en maintenant constant le rapport k
=

Ill-
Notons, dans la situation actuelle II et J petits, mais finis), (e) + (ej/2 et (e) [ej/2, respec-

tivement, (es traces de e sur les frontibres interne et externe de QL (de sorte que (e) est leur

moyenne et [ej leur diffArence, de l'intArieur vers l'extArieur). On considbre (e) et [ej comme

des fonctions dAfinies sur Z On
va s'appuyer sur le rAsultat suivant

Proposition 1 On a, pour J petit, et en ndgligeant des teTmes d'ordTe supdneur en J.

£~ 3"e e'
~f

l~~ l~fielle'l + ~f~ iei ie'i), 19)

off ~f =
2 th(d/J)

w 2 thk.

Ddmonstration On obtient [~~ fine e'
en rAsolvant l'Aquation (6) dans QL avec e donnA sur

3QL, c'est-h-dire (e) et [e] donnAs. Pour cela, on adopte un systbme de coordonnAes oh la ligne
mAdiane Z correspond h z =

o et les deux bords OQL n OQA et OQL n offs h z =
J et -J. On

nAglige les dArivdes dans le sens des y. La solution h y donna est approximativement celle de

l'dquation diffdrentielle e(z) J~0~~e
=

o, avec (es conditions aux limites e(+J)
=

(e) + [e] /2
(fonction de y), c'est-h-dire

eizj
=

jejich J~~z)/chjJ~~J) + )iejish J~~xj/shiJ~~Jj, i10j

et donc (avec k
=

Ill)

~i~0«el+I) e'l+I)
=

ll~o)~~l+iel th k + )iei Coth k)lie'l + )ie'i)

d'oh, posant ~f =
2 th k m 2 th(d/J),

~o~10xell) e'll) 0«el-b) e'l-I))
=

~flelle'l + ~f~~lelle'l,

d'oh (9) en intAgrant ceci sur Z.
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Passant h la limite, on aboutit h la formulation suivante : tTouver e E E+ tel que /T(e)
=

o

d l'instant 0 et

/0t£T(e) e' + ~p~ grade grade'+ (J~o)~~ l'f(e)(e')
~s

+ ~f~~ (ej[e'j)
=

0tHtang e' V e' E E+ (11)

pour t > o, oh E+ est l'espace E agrandi, dAfini par

E+
=

je e L2ja) ej~~ e Hijas), ej~~ + Hija~)j, ji~)

(e) et [e] dAsignant maintenant la moyenne et la difiArence des traces de e de chaque c6tA

de Z. Ce sont bien des fonctions continues sur
E+, donc (11) est bien posA. Le parambtre

k
=

Ill est un choix de modAlisation, et on va voir comment J peut Atre dAduit d'observations

macroscopiques (courbes H-Jf sur un Achantillon.

La discrAtisation se fait en maillant de telle sorte que Z soit formA d'arAtes du maillage, et

en faisant porter h chaque noeud sur Z deux degrAs de libertA, un pour e du c6tA as, un pour

e du c6tA HA (Fig. 2d).
Reste h interprAter (11), et h vArifier

en particulier que le modAle prAdit efiectivement un

courant surfacique. On voit d'abord que ii est satisfait sAparAment dans as et HA (oh j
=

o)
et que (2) est vArifiA. On introduit ensuite (es notations [fine) pour le saut de la dArivAe normale

sur Z, c'est-h-dire la somme des flux sortants de as et HA, et (fine) pour leur demi-difiArence.

On a alors, int6grant par parties dans ill ),

/ ii~0~ ~n~ii~'i + i~0~~n~ii~'i + 1~~0)~~ i'fi~ii~'i +'f~~
i~i i~'i))

"
° 1~3)

pour tout e' E E+, d'oh les "conditions de transmission"

l~i~ 3n~l + l~~o)~~ 'fief
~ °> l14)

i~i~3"el + il~o~f)~~iei
=

°. its)

La loi (14) n'est qu'une consAquence de la forme (lo) de e. Dans (14), d'aprAs la Ioi de Faraday,
[~j~ 3~e] est la dArivAe temporelle du saut de la partie tangentielle de h sur Z, donc du "courant

de London" portA par Z, soit JL. Par ailleurs, intAgrant (10) de -J + J,

/~~ ejz)dz
=

2JthjJ~~J) jej
m

J~fjej,

ce qui fait que la moyenne EL de
e dans la couche de London n'est pas (e), mais J~f(e) /2J, et

donc EL
=

(e)(th k)/k. Donc (14) signifie simplement ~oJ2 3tJL + 2JEL
=

o, qui n'est autre

que la Ioi (5) intAgrAe selon I'Apaisseur de la couche.

3. Identification du parambtre J

II convient maintenant de relier le modble h l'observation, de manibre h dAcider du choix du

parambtre crucial b. Dans ce but, on va Atudier I'influence de J
sun (es "courbes H-M", ou

courbes d'aimantation, relatives h un Achantillon d'un corps rAgi par ce modAle. Rappelons

que dans Ie cas d'un supraconducteur massif et d'extension spatiale finie, I'aimantation M est
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Fig 3. Pour le champ ext4rieur apphqu6 de gauche (p6riodique, de p4riode T), et en l'absence

de courants de London, "phases" j =
0 et j

=
+jc darts le plan z-t (avec isovaleurs de h dans ce

plan), 4volution en temps au point de profondeur a, et quelques profils instantan4s de h. L'abscisse

~max =
Hmax/jc est celle de p4ndtration maximale.

[For the externally applied field displayed on the left (periodic, period T), and without London currents,

"phases" j =
0 and j =

+jc in the ~-t plane (with level lines of h in this plane), temporal evolution

at depth a
,

and a few instantaneous profiles of h

I'intAgrale (prise
sur tout I'espace, et h valeur vectorielle) M

=

f(h H), oh H est Ie champ
appliquA, et on montre qu'elle est (gale au "moment magndtique" 1/2 f

xx j(~)d~ (~ ), l'int6grale
6tant cette fois limitAe au volume du supraconducteur jet prise au sens des distributions, dans

le cas oh j comporte une partie surfacique). La raison d'introduire ce moment est qu'il gouverne
Ie comportement h I'infini du champ magn6tique dfi h I'Achantillon supraconducteur, et qu'il
peut donc Atre mesurA h distance, par divers procAdAs. La direction de H et de M Atant fixAe

h l'avance, en rbgle gAnArale, par les symAtries de la situation, et la mAme pour les deux, on

mesure les composantes de H et M selon cette direction, d'oh des courbes H-M, dont la

comparaison avec Ies courbes analogues foumies par la simulation permet de remonter, par
identification, h des paramAtres tels que jc et, comme on va Ie voir, Ie J ci-dessus.

Pour Atudier qualitativement la faqon dont M dApend de J, on va se placer "en dimension 1",

en supposant Ies dimensions de la piAce nettement supArieures h la profondeur de p6n6tration
du champ. Changeant de notation, on dAsigne par ~ la profondeur du point courant sous la

surface, par h(t, z) et e(t, z) les valeurs des champs en ce point. Ces valeurs s'obtiennent alors

"h la main", en rAsolvant une Aquation di16rentielle non-linAaire. Le calcul de fh, et donc

de M, je rAduit h celui de I'int4graIe f/ h(t, z) d~, que I'on va noter (2) MID(t) ci-dessous.

On fera cette Atude d'abord en I'absence de courants de London, pour r4fArence, puis avec, de

manibre h voir comment I'Avolution de MID dApend du paramAtre J.

Partant de e =
o et h

=
0 h t

=
0, on suppose un champ extArieur appliquA de la forme

indiquAe h gauche de la figure 3. De t
=

0 h T/4, Ie champ est de la forme

(~ On distingue ici le pmnt ~ du vecteuT x, lequel joint l'origine des O au point ~. L'expression

du moment est ind4pendante de l'origine choisie, car
f j

=
o.

(~) Avec quelque abus, car ce n'est pas l'aimantation M, qui devient en dimension 1. MID est

une "aimantation renormalis4e", pourrait-on dire.
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Fig. 4. Evolution de MID pour le champ appliqu4 de la figure 3.

[Evolution of MID for the applied field of Figure 3.j

~lD
~

H

Fig. 5. Caractdristique H-MID correspondante

[The corresponding H-MID characteristic.]

hit, z)
=

Hit) jcz pour z < fit)
w

Hit) /jc, et hit, z)
=

0 pour z > fit). Le front fit) se

d4pIace vers Ies
~ > o h la vitesse dt(

=

dtH/jc. On a donc MID
=

f h
=

H(/2
=

H~ /2jc dans

cette premibre phase. Ensuite, Ie champ dAcroit uniformAment h gauche d'un nouveau front

(dont la vitesse est deux fois plus faible que celle du premier, dans ce cas de figure), et reste figA
h droite de ce front. Notant Hmax le maximum prAcAdent de Hit),

on a alors 2(jc
=

Hmax H,

et f h
=

H$~~/2jc ((Hmax H) /2, donc

MID
=

(H$~~ H~) /4jc + HmaxH/2jc,

et ainsi de suite. Cela suilit pour dresser le graphe de MID en fonction du temps (Fig. 4), dans

le cas du Hit) de la figure 4, et en ddduire la caractAristique H-MID (Fig. 5).

Avec courants de London, Ie calcul est nettement plus complexe. On ne Ie fera que pour les

deux premiAres phases de l'6volution dAjh examinAe, de 0 h T/4 d'abord, puis de T/4 h 3T/4.
On notera H+ it) la valeur du champ h droite de z =

0, c'est-h-dire hit,
z + 0). Le courant de
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Fig. 6 Profils de h et de e pendant les deux premiAres phases de l'4volution du champ appliqud (le
mime que Fig. 4), avec courants de London. I gauche, de o h T/4. I droite, de T/4 h 3T/4. (Attention,

ce qui est not4 ici fit) n'a rien h voir avec la "longueur de coh4rence" ( de la thdorie physique

[Profiles of h and e during the first two phases of the evolution of the applied field (the
same one as in

Fig. 4), with London currents. On the left, from o to T/4. On the right, from T/4 to 3T/4. (Beware,

what is here denoted fit)
is not related with the so-called "coherence length".)]

London JL, qui est le saut (~) de hit)
en z =

0, est alors (gal h H+ H. II est nAgatif pendant

la phase 1 (o < t < T/4), tout comme Ie courant intArieur j
=

0~h.

Pendant cette premiAre phase (Fig. 6, g.), il y a un front d'abscisse fit), h droite duquel
h(t, z)

=
0, et I'on a

hit, z)
=

H+ it) jcz pour 0 < z < fit). En mAme temps,

ejt,
a~) = ~o tit) a~)dtH+ j16)

pour z < fit) et 0 pour z > fit). On a
(~j~ one)

=
-dt(H + H+) /2, d'aprAs la Ioi de Faraday

(cf Note 3). La discontinuit4 du champ e en 0 est donc, d'aprAs (15),

[e] =

-J~o'fdt(H+ + H) /2. (17)

Pour la m@me raison, [~p~0~ej
=

dt (H H+ ), donc, d'aprAs (14),

iel
=

l~o/~fdtiH+ H). i18)

On a par ailleurs H+
=

jcj, donc e(t, z + 0)
=

~oH+dtH+/jc d'aprAs (16), donc

(e)
=

e(t,
z + 0) [e] /2,

ce qui, d'aprAs (17) et (18),
se traduit par

>~o/~tdtlH+ H)
=

1/2 ~odtllH+)~)/Jc + >io~tdt lH + H+)/4,

d'oh, compte tenu que ~f/4 + ~f~~
=

1/2(th k + coth k), la relation

dt((H+ )~ + HIH+]
=

H2 dtH, (19)

(~ Prendre garde que le saut est pris du supraconducteur vers l'air, donc [hi =

h(~ + 0) h(~ o),

et [e] =

e(~ + 0) e(~ o). Le sens de la normale est de + vers -,
donc le saut de pa~e est

poaze(~ 0) poaze(~ + 0), et sa moyenne (~toa»e )
=

-poaxe(~ 0) poaze(~ + 0).
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Fig. 7. Evolution du champ int6rieur H+, h
~ =

0, en parallAle avec celle du champ appliqu6 H.

Le courant de London est la diffdrence H+-H. Noter que son signe n'est pas tout le temps opposd h

celui de H.

[Evolution of the internal field H+, h ~ =
0, in front of that of the applied field H. The London current

is the difference H+-H. Note that its sign is not all the time opposed to that of H

oh l'on a posA Hi
=

Jjc(thk + cothk) et H2
=

Jh(cothk thk), d'oh, puisque
H+(t)

=
Hit)

=
0,

H+(t)
=

i-Hi + [HI + 4H2H(t)j~/~)/2 (20)

pendant cette premibre phase.
Dans Ie cas prAsent, H est linAaire en t, et le graphe de H+

en fonction de t est donc une

parabole d'axe parallble h ot (Fig. 7), passant par t
=

o et par le point t
=

T/4, H+
=

H$~,
oh H$~

=
j-Hi + (HI + 4H2Hmaxj~/~) /2. La pente h l'origine est H2/Hi dtH.

Pour la phase suivante, la relation difiArentielle est analogue h (19) et s'obtient par la mAme

suite de calculs, mais ii faut tenir compte du fait que la vitesse du front (Fig. 6, h droite)
est deux fois plus faible, et que Hmax H+

=
2j~(, d'ol, au lieu de (19), et avec Ies mAmes

paramAtres Hi et H2,

dt[(H+ Hmax)~ 2HiH+ + 2H2H]
=

o, (19')

d'oh, au lieu de (20),

H$~~ H+(t)
=

-Hi + [HI + 2H2(Hmax H(t))j~/~ (20')

pendant la deuxiAme phase, et ainsi de suite (Fig. 7). L'arche dAcrite par (20') est de nouveau

une parabole, homothAtique h la premiAre dans un rapport 2. Cette remarque permet de tracer

aisAment la courbe H-H+ (Fig. 8), d'oh on dAduit immAdiatement la courbe donnant JL en

fonction de H.

Ces courbes ne sont pas immAdiatement comparables avec celle que I'on peut observer, h

savoir la courbe H-MID. Mais Ie calcul de MID est simple, une fois connu
H+ C'est Ie mAme

que plus haut dans Ie cas de Bean, mais H+ remplace H. On a donc MID
~

f h
=

H+(/2
=

(H+)2 /2jc dans la premiAre phase, puis MID
=

((Hf~~)~ (H+ )2) /4jc + Hf~~H+ /2jc, etc.

Toutefois, la courbe H-MID qu'on en dAduit ressemble beaucoup h celle de la figure 5, de

sorte que la comparaison directe de telles courbes n'est pas trAs rAvAlatrice quant h la valeur de

k. Pour atteindre celle-ci, on peut proposer un indicateur spAcifique, qui est la dArivAe h l'origine
de la courbe t ~ [MID It)] ~/~ C'est en eflet dtH+ /(2jc)~/~, proportionnel comme on I'a vu au

paramAtre H2/Hi, c'est-h-dire (coth k-th k) /(th k + coth k), soit 1/ch(2k). L'observation de

la courbe H-M donne donc accAs au paramAtre k
=

Ill, de faqon presque directe ii suffit

de reprAsenter la courbe H-(MID)~/~.
Le modble qu'on vient de prAsenter est donc testable. Mais ii ne faut pas attendre de Iui (pas

plus que du modAle de Bean qu'il gAn6ralise) la reproduction fidAle de tous Ies comportements
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)

~~~~
H

Fig. 8. Courbe H-H+, dans les mAmes conditions

[Curve H-H+, under the same conditions.]

physiques observAs. En particulier, la notion de premier champ critique (celui classiquement
notA Hci) n'a pas de correspondant dans ce modAle. II n'est pas exclu qu'une gAnAralisation

non-lindaire puisse en rendre compte, mais ceci est un problbme ouvert. Noter, h cet Agard,
qu'il n'y a pas de difficultA h Atendre les calculs prAcAdents au cas oh jc d4pendrait de b. Voir h

ce propos [7j. Dans ce demier article, h la difl4rence de ce qu'on fait ici, le courant de London

n'est pas ddduit d'un modAle, mais introduit avec une loi de comportement qui lui est propre.)

4. Extension h la dimension 3

II serait sans doute pr4matur4 d'appliquer ce modAle en dimension 3 avant d'avoir explorA ses

possibilitAs et ses relations avec l'observation selon les modalit6s que l'on vient de suggArer. Mais

au cas oh ces Atudes y encourageraient, ii n'y aurait aucune diflicult6 h passer h la dimension

3. La formulation
sons courants de London est tTouver e E E tei quo /T(e)

=
0 t

=
0 et

/0t£T(e) e'+ pp~ rote rote'=
n x 0tH e' We'E E

~

pour t > o, oh E est l'espace fonctionnel

E
=

(e E IL~(Q) rote E IL~(Q), dive
=

o dans QA).

Ici, r est une surface entourant la rAgion d'intArAt, et on suppose le champ magnAtique H

donnA sur cette surface Isa partie tangentielle suflit).
Pour tenir compte des courants de London, on agrandit E en

E+
=

(e E IL~(Q) rot e[~~ E IL~(Qs), rot e[~~ E IL~(Qi), dive[~~
=

o),

et on
introduit la moyenne (e~) des traces tangentielles ainsi que

e~lr
saut [e~j. La formulation

avec courants de London est alors trouuer e E E+ tei que ~T(e) =

I d t
=

0 et

/°t/T(e).e' +
/ ~i~ rote rote'+

/ ll~o)-~~fle~l.tell
~ ~ ~

+
/

(J~o'f)~~(e~j [e[j
=

/
n x 0tH e' V e' E E+

~ r
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pour t > 0, qui implique des conditions de transmission analogues h (14) et (15) h savoir

j~pl
n x rot ej + (>~o)~~ ~tle~l

=
°, 12~)

(~p~ n x rot e) + (J~o'f)~~(e~j
=

o, (22)

qu'il peut Atre dclairant de rAAcrire en termes de e et h h la fois
:

in x 0thj + jJ~o)~ 'fie~j
=

0, j23)

in x 0thl + ll~o~f)~~ ie~i
=

°. 124)

Puisque in x 3th]
=

-3tJ~, la relation (23) dit que la d4rivAe du courant superficiel est pro-

portionnelle au champ Alectrique tangentiel moyen dans la couche de London, conformAment

au thAorAme d'AmpAre et h la loi (5), et (24) lie le flux d'induction dans la couche de London

au saut de e, selon la loi de Faraday.
La discrAtisation se fait par A14ments d'arAtes, avec deux degr4s de libert4 par arAte de Z.

On s'attend h ce qu'il y ait une formulation duale en champ magnAtique. En l'absence de

courants de London, ce serait trouueT h E H tei que h
=

o d t
=

o, h
=

H suT r et

/~o3th h'+
/

£(rot h) rot h'
=

o V h' E H,
~ ~

oh £ est la rAciproque de /T, avec (~)

H
=

(h E IL~(Q) rot h E lIJ~(Q), rot h
=

o dans QA).

Pour trouver l'extension recherchAe, procAdons par analogie en r6Acrivant (23) et (24) comme

suit (prendre le produit vectoriel par n)

(n x e~) Jpo 'f~~(3thj
=

o, (25)

in x e~i J~o 'f13thj
=

0. j26)

Cela suffit pour sugg6rer la forme correcte de la formulation en h, trouver h E H+ tei que h
=

0

d t
=

0, h
=

H sun r et

/~o3th h' +
/

£(rot h) rot h'+
/

J~o'f (3th~) hi
~ ~ ~

+
/ J~o'f~~(3th~j.[h[j

=
0 V h' e H+,

~

h partir de laquelle les intAgrations par parties donnent bien (25) et (26).

5. Conclusion

Ni le modAle de London ni celui de Bean ne reprAsentent correctement ce qui se passe h

l'Achelle des tourbillons d'Abrikosov [ii, mais l'un et l'autre sont connus pour donner une

pr6diction valable des supercourants moyens, dans des circonstances diflArentes, et au pr~
d'un bon ajustement des paramAtres critiques. Le modble de Bean rend assez bien compte

des supercourants internes, celui de London des courants superficiels. II serait donc utile dans

(~ En fait, la condition rot h
=

0 dans QA est impliqude par E(rot h)
=

0, donc superflue, et ii suflirait

de se placer darts l'espace ll~)ot(Q).
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certaines circonstances de pouvoir les superposer, et on vient de prAsenter un modAle mixte

de cette nature. La facilit4 avec laquelle un tel modAle a pu Atre construit (sans prAsumer

en rien de son eiiicacitd pratique) tAmoigne de la puissance des m4thodes variationnelles en

modAlisation.
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