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G = (V,A)

ÀÂ¿�»�¾�»XÀ±¼�µXÄ/»�¿�°Á�µXÄ-,XÖ. /$IÔ0"�Ö.1
V

»X´4¸È»�¿�°Á�µXÄ-(2 #".1
A ⊆ V × V \ {(u, u) :

u ∈ V }
É ð4365238795  �ÔâÖ 3 $EÖ �'&  #(*)�+ÃÀÂ¿r»p¸£À±¼�(½°Á�(¸ÃÅ9¼�»X¾º¬á¿S¹4½�¬ÃÁS¬�»XÁQÄIµZ¼�»X¯±¯

(u, v) ∈ V 2 Ù�®;À±ÁS¬ u 6= v
Ù�ÁS¬4°´
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(u, v) ∈ A
ÀOÄ�»X´4¸ÆµZ´º¯±Ç�ÀOÄ

(v, u) ∈ A
É ð ´ 5  �ÔâÖ 3 $EÖ � Å9¼�»X¾º¬ÆÀÂ¿r»�¸£À±¼�(½°Á�(¸·Å9¼�»X¾º¬Ã¿S¹4½�¬·ÁS¬�»XÁ�ÄIµZ¼r»X¯±¯

(u, v)
Ù

(u, v) ∈ A ⇒ (v, u) 6∈ A
É ð $ 5��  3 (���Ö 3 $!ÀÂ¿K»rµZ¼SÀÂ°´�Á�(¸�Å9¼�»X¾º¬�¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁK°À±ÁS¬4°¼

(u, v) ∈ A
µZ¼

(v, u) ∈ A
É

�M°Á
D

Ð��»�¿�°Á]É ð
2
7 1.$0 � "%$ �  �Ö 523

D
ÀÂ¿g»p¾�»XÀ±¼

(V, e)
¿S¹4½�¬áÁS¬�»XÁ

e : V × V → D
É�ÊE´ñÁS¬ºÀÂ¿�¾�»X¾�°¼]Ù

°ê@°¼SÇ
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��ÀÂ¿~æ4´ºÀ±Á�ÆÓNÔâÕGÖ]Õ

V
ÀÂ¿~æ4´ºÀ±Á� × É ð 2

²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��ÀÂ¿ 1�������Ö/$0 �Ô0"�ÀOÄ
e(u, v) = e(v, u)

ÄâµZ¼0»X¯±¯
u, v ∈ V

Ù
u 6= v

É��M°Á
σ
Ð��»X´�À±´Rê@µZ¯±¹ºÁSÀÂµZ´ÃµZ´

D
ÓNÔ6ÕGÖg»�ÐºÀ Ü (½°ÁSÀÂµZ´È¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

σ(σ(x)) = x
ÄIµZ¼Q»X¯±¯

x ∈ D × Éð
2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

(V, e)
µZ´

D
ÀÂ¿

σ
7 1�������Ö/$0 �Ô0"~ÀOÄ

e(u, v) = σ(e(v, u))
ÄIµZ¼�»X¯±¯

u, v ∈ D
Ù
u 6= v

É
ð ¸£À±¼�(½°Á�(¸áÅ9¼�»X¾º¬Ò½]»X´ÒÐ��ê+ÀÂ°®8(¸$»Z¿0»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��µZ´

Z2
Ù�»�´4µZ´$µZ¼SÀÂ°´RÁ�(¸áÅ9¼�»X¾º¬Ñ»Z¿0»�¿SÇ+¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��µZ´

Z2
Ù�»X´4¸Ã»�Á�µZ¹º¼S´�»X¶�°´RÁ�»Z¿~»

σ
²E¿SÇ+¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�0µZ´

Z2
®;À±ÁS¬

σ = [ 0 1
1 0 ]

É�«�¬4°¼�0ÀÂ¿
»p®�»]ÇÃÁ�µ�ÁS¼�»X´4¿�ÄIµZ¼S¶ »

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��µZ´

D
À±´�Á�µÈ»

σ
²E¿SÇ�¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��µZ´

D × D � Á�»X³@ e′(u, v) =
(e(u, v), e(v, u))

»X´4¸
σ((i, j)) = (j, i)

ÄâµZ¼�»X¯±¯
i, j ∈ D

ÉÃô4µZ¼��ç4»X¶�¾º¯Â�»È¸£À±¼�(½°Á�(¸èÅ9¼�»X¾º¬é½]»X´ä»X¯Â¿�µÆÐ�
ê+ÀÂ°®8(¸È»Z¿�»

σ
²E¿�Ç�¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�gµZ´

Z2 × Z2
Ù4®;À±ÁS¬

σ =
[

(0,0) (0,1) (1,0) (1,1)
(0,0) (1,0) (0,1) (1,1)
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V
ÀÂ¿�»~¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´

{X,Y }
µXÄ

V
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

X 6= ∅
»X´4¸

Y 6= ∅
É�àá�®;¼SÀ±Á��¿�µZ¶�°ÁSÀ±¶�(¿

{X,−}
À±´4¿SÁ�]»Z¸ÈµXÄ

{X,V \ X}
ÉQ«M®8µ�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´4¿

{X,Y }
»X´4¸

{X ′, Y ′}
5 ,XÖ. �� (.)ëÓIµZ¼

{X,Y }
5 ,XÖ. �� (.)�1

{X ′, Y ′} × ÀOÄ X ∩ X ′ Ù X ∩ Y ′ Ù Y ∩ X ′ »X´4¸ Y ∩ Y ′ »X¼��´4µZ´�°¶�¾ºÁEÇ@É ð Äâ»X¶�À±¯±Ç
F

µXÄ�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´4¿QµXÄ
V
ÀÂ¿

� Ö#(������ � Ô ) (2 /$IÔ $IÔ ,XÖgÀOÄ �
•
ÄâµZ¼�»X¯±¯

v ∈ V
Ù
{{v}, V \ {v}}

ÀÂ¿�À±´
F
Ù�»X´4¸

•
ÄâµZ¼�»X¯±¯

{X,Y }
»X´4¸

{X ′, Y ′}
À±´

F
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

{X,Y }
µ]ê@°¼S¯{»X¾4¿

{X ′, Y ′}
Ù�ÁS¬4°´

{X ∩X ′, Y ∪ Y ′}
Ù

{X ∩ Y ′, Y ∪ X ′}
Ù
{Y ∩ X ′, X ∪ Y ′}

»X´4¸
{Y ∩ Y ′, X ∪ X ′}

»X¼�rÀ±´
F
É

 ·µZ¼�(µ]ê@°¼g»�®8]»X³+¯±ÇÈÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@zÄ6»X¶�À±¯±Ç
F

ÀÂ¿ � Ô ) (2 /$IÔ $IÔ ,XÖ�ÀOÄ/ÄIµZ¼r»X¯±¯
{X,Y }

»X´4¸
{X ′, Y ′}

®;¬ºÀÂ½�¬ñµ]ê@°¼S¯{»X¾
À±´

F
Ù
{X∆X ′, X∆Y ′}

ÀÂ¿�À±´
F

ÓG®;¬4°¼�
A∆B = (A \ B) ∪ (B \ A) × É�î�À±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@rÄ6»X¶�À±¯±ÀÂ(¿Q»X¼�g½°¯Âµ9¿��Á�µ) (2 /$IÔ0$IÔ!,XÖ�!%(���Ô"��Ô6Ö*1�ÌÎÝ£ÙMØ]ß-ÏMÐº¹ºÁ�¸º]»X¯Â¿�®;À±ÁS¬�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´4¿QµXÄ

V
À±´4¿SÁ�]»Z¸�µXÄ�¿S¹ºÐ4¿�°Á�¿�µXÄ

V
É

ð ¶�°¶gÐ�°¼�µXÄ�»·ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@�Ä6»X¶�À±¯±Ç$ÀÂ¿ 1/$0 5�3 & ÀOÄQÀ±Á�µbê@°¼S¯{»X¾4¿�´4µñµZÁS¬4°¼�¶�°¶0Ð�°¼�À±´éÁS¬4�Äâ»X¶�À±¯±Ç@É ð
¶�°¶gÐ�°¼

{X,Y }
ÀÂ¿^$0 �Ô!,]Ô>(���ÀOÄ

|X| = 1
µZ¼

|Y | = 1
É#�M°Á

T = (V,E)
Ð��»zÁS¼�(9É�àár¸º°´4µZÁ�rÐRÇ

Leaves(T )ÁS¬4Æ¯Â]»(ê@(¿�µXÄ
T
É ô4µZ¼

β ∈ V
Ù�¯Â°Á

{A1
β, . . . , A

d(β)
β }

Ð�ÈÁS¬4·½(µZ´º´4(½°Á�(¸ ½(µZ¶�¾�µZ´4°´�Á�¿�µXÄ
T − β

É$�M°Á
Ci

β = Ai
β ∩ Leaves(T )

É�ô4µZ¼
e ∈ E

Ù�¯Â°Á
A1

e

»X´4¸
A2

e

Ð�zÁS¬4�½(µZ´º´4(½°Á�(¸á½(µZ¶�¾�µZ´4°´RÁ�¿gµXÄ
T − e

Ù�»X´4¸Ã¯Â°Á
{C1

e , C2
e } = {A1

e ∩ Leaves(T ), A2
e ∩ Leaves(T )}
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¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@rÄ6»X¶�À±¯±ÀÂ(¿�ÌÎÝ£ÙMØ]ß-ÏEÉ
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T = (VT , ET )

8 "A(E�"� $ +£Ö�¼�°¾º¼�(¿�°´RÁ�»XÁSÀ±ê@�ÁS¼�( 8 1 � ".+ $ + (�$
Leaves(T ) = V
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T

+�(I1 365 R\T M-I+O�N 3 5 � Ö]Õ
�~(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿�Ð�»Z¿�(¸ÈµZ´�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@gÄâ»X¶�À±¯±ÀÂ(¿�¬�»(ê@gÐ�(°´·¿SÁS¹4¸£ÀÂ(¸�À±´$ÌÎ÷-Ï�¹º´4¸º°¼Q»�ÄIµZ¼S¶�»X¯±ÀÂ¿S¶ ½]»X¯±¯Â(¸

� Ö#" 5 �O) 5 1jÔ0$IÔ 523 !. 9(E��Ö8®;À±ÁS¬�¿�µZ¶�K¾º¼�µZ¾�°¼SÁSÀÂ(¿]É��+µZ¶���çº»X¶�¾º¯Â(¿�µXÄ4ÁS¬ºÀÂ¿�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´0ÄG¼�»X¶�8½]»X´0Ð��ÄâµZ¹º´4¸
À±´èÌ Þ4Ù�õ-ÏEÉ�î8À±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@0Ä6»X¶�À±¯±ÀÂ(¿QÐ�»Z¿�(¸È¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿�»X¼�0À±´RÁ�°¼�(¿SÁSÀ±´ºÅ�¿SÀ±´4½(0ÁS¬4gÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê+À±ÁEÇÆÀ±¶�¾º¯±ÇÆ»X´
¹º´ºÀÂË�¹4�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´MÉ�ôº¹º¼SÁS¬4°¼S¶�µZ¼�9Ù+ÁS¬ºÀÂ¿/À±¶�¾º¯±ÇzÁS¬�»XÁ8»~Å9¼�((¸£Ç�»X¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶åÁ�µ�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�;ÁS¬4�¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�
®;À±¯±¯�»X¯±®�»(Ç£¿g®�µZ¼S³ � ÀOÄ;®8�½]»X´áæ4´4¸áÀ±´$¾�µZ¯±Ç+´4µZ¶�À{»X¯KÁSÀ±¶�p»�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�»XÐº¯Â�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´èÀ±´áÁS¬4�¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�9Ù
ÁS¬4°´�®��½]»X´È¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�rÁS¬4~®;¬4µZ¯Âg¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�rÀ±´�¾�µZ¯±Ç+´4µZ¶�À{»X¯MÁSÀ±¶�9É
����� ���f���:�C����� �����)� 
	�S��
C��

�<� ������:
 �� � 
E� ������� � 
	�<��
>��
��<�
ð � 5 �E� �ÂÖgÀ±´È»

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G = (V, e)
ÀÂ¿�»z´4µZ´£²E°¶�¾ºÁEÇ

X ⊆ V
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ�ÄIµZ¼�»X¯±¯

v 6∈ X
»X´4¸

u, u′ ∈ X
Ù

e(v, u) = e(v, u′)
»X´4¸

e(u, v) = e(u′, v)
É�«�¬4~Ä6»X¶�À±¯±Ç�µXÄ�¶�µ+¸£¹º¯Â(¿�µXÄ/»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�0ÀÂ¿�®�]»X³�¯±Ç�¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@9Ù

»X´4¸�ÀÂ¿�¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@;ÀOÄ�ÁS¬4
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��ÀÂ¿�¿SÇ+¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½�Ì��bÏEÉ�Ê6Ä�»~¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G
¬�»Z¿8»Q´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê�À{»X¯4¶�µ+¸£¹º¯Â

X
Ù9ÁS¬4°´

À±Á�½]»X´�Ð�~¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�(¸�À±´RÁ�µ
G[X]

»X´4¸
G[V \ X ∪ {x}]

Ù4®;¬4°¼�
x ∈ X

É���µZÁ�~ÁS¬�»XÁ�ÁS¬4r¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�
G
½]»X´

Ð�0]»Z¿SÀ±¯±ÇÈ¼�(½(µZ´4¿SÁS¼S¹4½°Á�(¸ÃÄI¼�µZ¶
G[X]

»X´4¸
G[V \ X ∪ {x}]

Ér«�¬4 � 5 ��� � (2 � ÖA" 5 �O) 5 1�Ô $IÔ 523 ÀÂ¿Q¸º�æ4´4(¸ÃÐ�Ç
¼�(½°¹º¼�¿SÀ±ê@°¯±Ç·¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�0ÁS¬4z¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�zÐRÇÆ»�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê�À{»X¯!¶�µ+¸£¹º¯Â9É�ÊuÁ~½]»X´ÆÐ�g¼�°¾º¼�(¿�°´RÁ�(¸·ÐRÇÆ»�ÁS¼�(9Ù�½]»X¯±¯
ÁS¬4 � 5 ��� � (2 � Ö#" 5 �O) 5 1jÔ0$IÔ 523 $0 SÖ�Ö(Ù�®;¬ºÀÂ½�¬�ÀÂ¿��ç4»Z½°ÁS¯±Ç�ÁS¬4r¼�°¾º¼�(¿�°´RÁ�»XÁSÀ±ê@0ÁS¼�(�µXÄ�ÁS¬4QÄ6»X¶�À±¯±Ç�µXÄ�¶�µ+¸£¹º¯Â(¿]É

ð � Ô 7��/5 Ô 3 À±´é»·´4µZ´£²EµZ¼SÀÂ°´�Á�(¸éÅ9¼�»X¾º¬
G = (V,E)

ÀÂ¿�»ÆÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´
{X,Y }

µXÄ
V

¿S¹4½�¬éÁS¬�»XÁzÄâµZ¼�»X¯±¯
v, v′ ∈ X

Ù
{N(v) ∩ Y, Y \N(v)} = {N(v′) ∩ Y, Y \ N(v′)}

É ð � Ô 7��/5 Ô 3 À±´È»0Á�µZ¹º¼S´�»X¶�°´RÁ
G = (V,A)

ÀÂ¿
»�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´

{X,Y }
µXÄ

V
¿S¹4½�¬ÆÁS¬�»XÁ�ÄâµZ¼�»X¯±¯

v, v′ ∈ X
Ù
{N+(v) ∩ Y, Y \ N+(v)} = {N+(v′) ∩ Y, Y \

N+(v′)}
É

Y1

Y2

X1

X2

X1

X2

Y1

Y2

ô�À±Å9¹º¼��Ø � ð ÐºÀO² Ü µZÀ±´�À±´·»z´4µZ´£²EµZ¼SÀÂ°´RÁ�(¸ÆÅ9¼�»X¾º¬Æ»X´4¸È»zÁ�µZ¹º¼S´�»X¶�°´RÁ]É
X = X1 ∪ X2

»X´4¸
Y = Y1 ∪ Y2

É
ÊEÄ

X ( V
ÀÂ¿8»�¶�µ�¸£¹º¯Â�µXÄ

G
ÙRÁS¬4°´�À±ÁKÀÂ¿8»�ÐºÀO² Ü µZÀ±´pµXÄ

G
É�«�¬4�Ä6»X¶�À±¯±Ç�µXÄ�ÐºÀO² Ü µZÀ±´4¿8µXÄ=»�¹º´4¸£À±¼�(½°Á�(¸�Å9¼�»X¾º¬
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»�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯!ÐºÀO² Ü µZÀ±´MÙ ÁS¬4°´·À±ÁQ½]»X´·Ð�0¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�(¸ÈÀ±´�Á�µ�Áu®8µpÅ9¼�»X¾º¬4¿]Ù�»X´4¸ÈÁS¬4 � Ô 7��%5 Ô 3 ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´·ÀÂ¿
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ÁS¬4rÐºÀO² Ü µZÀ±´�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´ÈÁS¼�(rÀÂ¿;¹º´ºÀÂË�¹4�Óâ»X´4¸�ÀÂ¿�ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ½�Á�µ�ÁS¬4~¼�°¾º¼�(¿�°´�Á�»XÁSÀ±ê@gÁS¼�( × É
����� ���-�3��
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(D,u)
É
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0̇
À±´

D
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ;ÄâµZ¼�»X¯±¯

a
À±´

D
Ù
0̇ u a = a u 0̇ = a

É
+ '(,-(J,.- (H(&$B(J. (&'( *) ô4µZ¼�]»Z½�¬

a
À±´

D
ÁS¬4°¼�~ÀÂ¿�»X´�°¯Â°¶�°´RÁ

a−1 À±´ D
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

a u a−1 = a−1 u a = 0̇
Ù

®;¬4°¼�
0̇
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−̇a
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a−1 É ×
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a
Ù
b
»X´4¸

c
À±´

D
Ù
(a u b) u c = a u (b u c)

É
: *-. .��! 0"� 63�,73� 98�) ô4µZ¼�»X¯±¯

a
»X´4¸

b
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D
Ù
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(D,u)
É@�M°Á

(V, e)
Ð�0»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�zµZ´

D
É ð ¾�»XÀ±¼

(X,Y )
®;À±ÁS¬

X 6= ∅
Ù
Y 6= ∅

»X´4¸
V = X ] Y

ÓNÔ6ÕGÖ]Õ
X ∪ Y = V

»X´4¸
X ∩ Y = ∅ × ÀÂ¿�»
	 7��/5 Ô 3 ÀOÄ�ÁS¬4°¼�rÀÂ¿

¾�»XÀ±¼S®;ÀÂ¿�r¸£ÀÂ¿ Ü µZÀ±´
Xi

»X´4¸
Yi

Ó&ÄâµZ¼
i ∈ D × ¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

X =
⊎

i∈D Xi

Ù
Y =

⊎

j∈D Yj

Ùº»X´4¸pÄâµZ¼�»X¯±¯
(i, j) ∈ D2»X´4¸

(u, v) ∈ (Xi, Yj)
Ù
e(u, v) = i u j

É�àá�¿SÁ�»X¼SÁ;®;À±ÁS¬Æ¿�µZ¶�r]»Z¿SÇ�µZÐ4¿�°¼SêZ»XÁSÀÂµZ´4¿bÉ
� ,�*�#* -63� 63B* '�� 2 [ ! (X,Y )

Ô!1 (�	 7��/5 Ô 3 5 !
G

( 36�
V ′ ⊆ V

1 � ".+ $ +�(	$
V ′ ∩X 6= ∅

( 36�
V ′ ∩ Y 6= ∅

8 $ +£Ö 3
(X ∩ V ′, Y ∩ V ′)

Ô 1 (�	 7��%5 Ô 3�5 !
G[V ′]

Õ
� ,�*�#* -63� 63B* '���2 [ ! M

Ô 1 ( � 5 ��� �±Ö 5 !
(V, e)

8 $ +£Ö 3
(M,V \M)

( 36�
(V \M,M)

(2 �Ö�	 7��%5 Ô 3 1 5 !
(V, e)

Õ
� ,�*�#* -63� 63B* '�� 2 Y 5  �Ö/,XÖ. �� ) (ZÔ  � Ô!1(Ö � Ô ��Ö. �Ö 3 $ a, b, c, d ∈ V

1 � ".+�$ +�(�$ $ +£Ö/ SÖ�Ô 1 (
	 7��/5 Ô 3
{X,Y } � Ô $ +

{a, c} ⊆ X
( 3 �

{b, d} ⊆ Y
8 $ +£Ö 3

e(c, d) = e(c, b) u e(a, d)−̇e(a, b)
Õ

� (/. . "�� 2 ? Ö%$
(V, e)

� Ö (
2
7 1/$0 � "%$ �  SÖ 523

D
Õ ? Ö/$

(X,Y )
( 36�

(X ′, Y ′)
� Ö $ � 5 	 7��%5 Ô 3 1 5 ! (V, e)

1 � ".+
$ +�(�$

X ∩ X ′ 6= ∅
( 36�

Y ∩ Y ′ 6= ∅
Õ C<+£Ö 3

(X ∩ X ′, Y ∪ Y ′)
Ô!1 (�	 7��/5 Ô 3 5 !

(V, e)
Õ

�  5 5 !]Õ �M°Á
Xi

»X´4¸
Yi

Ó&ÄâµZ¼
i ∈ D × ¿�¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ X =

⊎

i∈D Xi

Ù
Y =

⊎

j∈D Yj

ÙR»X´4¸�ÄâµZ¼K»X¯±¯
(u, v) ∈ (Xi, Yj)

Ù
e(u, v) = i u j

É ��À±¶�À±¯{»X¼S¯±ÇÈ¯Â°Á
X ′

i

»X´4¸
Y ′

i

Ó
i ∈ D × ¿S¹4½�¬·ÁS¬�»XÁ

X ′ =
⊎

i∈D X ′
i

Ù
Y ′ =

⊎

j∈D Y ′
j

Ù�»X´4¸�ÄâµZ¼
»X¯±¯

(u, v) ∈ (X ′
i, Y

′
j )
Ù
e(u, v) = i u j

É
��À±´4½(

Y ∩ Y ′ ÀÂ¿r´4µZ´£²E°¶�¾ºÁEÇ@Ù�¯Â°Á v ∈ Y ∩ Y ′ Ù=»X´4¸ñ¯Â°Á
j, j′ ∈ D

¿S¹4½�¬ñÁS¬�»XÁ
v ∈ Yj ∩ Y ′

j′
É ��¹º¾º¾�µ9¿�

ÁS¬�»XÁ
w ∈ X ∩ X ′ Ù;»X´4¸ï¯Â°Á

i, i′ ∈ D
¿S¹4½�¬íÁS¬�»XÁ

w ∈ Xi ∩ X ′
i′
É «�¬4°´

e(w, v) = i u j = i′ u j′
É

«�¬R¹4¿
X ∩ X ′ =

⊎

i∈D Xi ∩ X ′
iuj−̇j′

É' ÆµZ¼�(µbê@°¼]Ù�ÄIµZ¼�»X¯±¯
u ∈ Y ∩ Y ′ Ù e(w, u) = i u k = i′ u k′ ÓG®;À±ÁS¬

u ∈ Yk ∩ Y ′
k′ × Ù4ÁS¬R¹4¿ k′ = i−̇i′ u k = j′−̇j u k

Ù4»X´4¸
Y ∩ Y ′ =

⊎

k∈D Yk ∩ Y ′
kuj′−̇j

É
ô4µZ¼g»X¯±¯

k ∈ D
Ù�¯Â°Á

X ′′
k = Xk ∩ X ′

kuj−̇j′

ÙM»X´4¸·¯Â°Á
Y ′′

k = Yk ∪ Y ′
kuj′uj−1

É
X ∩ X ′ =

⊎

i∈D X ′′
i

»X´4¸
Y ∪ Y ′ =

⊎

k∈D Y ′′
k

Éáô4µZ¼�»X¯±¯
u ∈ X ′′

i

»X´4¸
v ∈ Y ′′

k

Ù
e(u, v) = i u k

ÉÒ«�¬�¹4¿
(X ∩ X ′, Y ∪ Y ′)

ÀÂ¿�»
ò�² Ü µZÀ±´MÉ
���!� � �� � 
��� 
E� σ � ���#��� � ���+
��

2 � ��������������	���

ð ÄI¹º´4½°ÁSÀÂµZ´
f
ÀÂ¿r»ÆÔ 1 5 � 5  �)�+RÔ!1�� ÄIµZ¼

(D,u)
ÀOÄ

f(a u b) = f(a) u f(b)
ÄâµZ¼r»X¯±¯

(a, b) ∈ D2 Érôº¼�µZ¶ ´4µb®
σ
®;À±¯±¯!¸º°´4µZÁ��»X´ÈÀ±´Rê@µZ¯±¹ºÁSÀÂµZ´áµZ´

D
¿S¹4½�¬ÆÁS¬�»XÁQÁS¬4rÄI¹º´4½°ÁSÀÂµZ´

f : a → σ(a)−̇σ(0̇)
ÀÂ¿~»X´ÆÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ¿�¶ ÄâµZ¼

(D,u)
ÓG®;¬4°¼�

0̇
ÀÂ¿�ÁS¬4r´4°¹ºÁS¼�»X¯�°¯Â°¶�°´RÁ × É

� (/. . "���2 ? Ö/$
(V, e)

Ô 1 (
σ
7 1���� ��Ö/$0 �Ô>"

2
7 1.$0 � "%$ �  �Ö 8 ( 36� �±Ö%$

X
( 3 �

Y
1 � "/+ $ +�(�$

V = X ] Y
Õ C<+£Ö 3

(X,Y )
Ô!1 (�	 7��/5 Ô 3 Ô ! ( 36� 523 � ��Ô !

(Y,X)
Ô!1^( 	 7��/5 Ô 3 Õ

�  5 5 !]Õ �M°Á
Xa

»X´4¸
Ya

Ó&ÄâµZ¼
a ∈ D × ¿S¹4½�¬éÁS¬�»XÁ

X =
⊎

a∈D Xa

Ù
Y =

⊎

a∈D Ya

Ù/»X´4¸$ÄIµZ¼�»X¯±¯
(u, v) ∈

(Xa, Yb)
Ù
e(u, v) = a u b

É#�M°Á
X ′

a = Xσ(a)
»X´4¸

Y ′
a = Y ′

σ(a)−̇σ(0̇)

Ù£ÄâµZ¼�»X¯±¯
a ∈ D

É���À±´4½(
σ
ÀÂ¿�»�ÐºÀ Ü (½°ÁSÀÂµZ´MÙ

X =
⊎

a∈D X ′
a

»X´4¸
Y =

⊎

a∈D Y ′
a

É  ·µZ¼�(µ]ê@°¼]ÙZÄâµZ¼�»X¯±¯
u ∈ X ′

a

»X´4¸
v ∈ Y ′

b

Ù
e(u, v) = σ(a)uσ(b)−̇σ(0̇) =

f(a) u f(b) u σ(0̇) = f(a u b) u σ(0̇) = σ(a u b)
Ù »X´4¸

e(v, u) = a u b
É�«�¬�¹4¿

(Y,X)
ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´MÉ

àá;¿�»]ÇgÁS¬�»XÁ
{X,Y }

ÀÂ¿/»~òQ² Ü µZÀ±´�µXÄ
(V, e)

ÀOÄ
(X,Y )

ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´�µXÄ
(V, e)

É �M°¶�¶�»Z¿Kõr»X´4¸�÷Q¿S¬4µb®éÁS¬�»XÁ
ÀOÄ
{X,Y }

»X´4¸
{X ′, Y ′}

»X¼�~ÁE®�µ�ò�² Ü µZÀ±´4¿;¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ
{X,Y }

µbê@°¼S¯{»X¾4¿
{X ′, Y ′}

Ù£ÁS¬4°´
{X ∩X ′, Y ∪ Y ′}ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´MÉ/«�¬4°¼��ÄâµZ¼�r®8�¬�»(ê@ �

: *3,�* $�$5" ,.8"!-2 C<+£Ö�!%(���Ô"� � 5 !#	 7��%5 Ô 3 1 5 ! (
σ
7 1�������Ö/$0 jÔ>"

2
7 1.$0 � "%$ �  �ÖzÔ!1 � Ö#(��\� � � Ôc) (� .$IÔ0$IÔ!,ZÖ]Õ
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����� � �� � 
��� 
E� � �#��� � ���+
��
2 � �����������	� �����

� (/. . " � 25? Ö/$
(V, e)

� Ö ( 1�������Ö/$0 jÔ>"
2
7 1/$0 � "%$ �  SÖbÕ ? Ö/$

{X,Y }
( 36�

{X ′, Y ′}
� Ö^$ � 5 	 7��%5 Ô 3 1 5 ! (V, e)1 � ".+ $ +�(�$

{X,Y }
5 ,ZÖ. �� (*)�1

{X ′, Y ′}
Õ C<+ºÖ 3

{X∆X ′, X∆Y ′}
Ô 1^( 	 7��%5 Ô 3 5 !

(V, e)
Õ

�  5 5 !]Õ �M°Á
v ∈ Y ∩ Y ′ Ù w ∈ X ∩ Y ′ Ùº»X´4¸p¯Â°Á (j, j′, l, l′) ∈ D4 ¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

v ∈ Yj ∩Y ′
j′
»X´4¸

w ∈ Xl ∩ Y ′
l′
É

ð ¿;®80¿S¬4µ]® À±´È¾º¼�µ�µXÄ/µXÄA�M°¶�¶�»�õ£Ù
X ∩ X ′ =

⊎

k∈D Xk ∩ X ′
kuj−̇j′

»X´4¸
Y ∩ Y ′ =

⊎

k∈D Yk ∩ Y ′
kuj′−̇j

É
�Q¿SÀ±´ºÅ�¿SÀ±¶�À±¯{»X¼�»X¼SÅ9¹º¶�°´�Á]Ù

Y ∩ X ′ =
⊎

k∈D Yk ∩ X ′
kul−̇l′

»X´4¸
X ∩ Y ′ =

⊎

k∈D Xk ∩ Y ′
kul′−̇l

É
�M°Á

X ′′
k = (Xk ∩ X ′

kuj−̇j′
) ∪ (Ykuj−̇j′ul′−̇l ∩ Y ′

kul′−̇l
)
»X´4¸

Y ′′
k = (Yk ∩ X ′

kul−̇l′
) ∪ (Xkuj′−̇jul−̇l′ ∩

Y ′
kuj′−̇j

)
É/ô�µZ¼�»X¯±¯

u ∈ X ′′
k

»X´4¸
v ∈ Y ′′

l

Ù
e(u, v) = k u l

É�«�¬R¹4¿
{
⊎

k∈D X ′′
k ,

⊎

k∈D Y ′′
k }

ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´MÉ
àëÀ±ÁS¬ �M°¶�¶�»�õ£Ù4®8�µZÐºÁ�»XÀ±´ �

: *3,�* $�$5" ,.8���2 C<+£Ö�!%(���Ô"� � 5 !#	 7��%5 Ô 3 1 5 ! ('1�������Ö%$0 jÔ>"
2
7 1.$0 � "%$ �  �ÖzÔ 1 � Ô ) (2 /$IÔ0$IÔ!,XÖbÕ

� �����4¦�ª�¢ §0ú�©�¦�ü��p¦�ÿ�ª�¤�ª�¦�¢
Êu´�ÁS¬ºÀÂ¿�¿�(½°ÁSÀÂµZ´MÙº®�~æºçÈ»X´È»XÐ�°¯±À{»X´ÈÅ9¼�µZ¹º¾

(D,u)
»X´4¸Æ»X´�À±´Rê@µZ¯±¹ºÁSÀÂµZ´

σ
¿S¹4½�¬ÈÁS¬�»XÁ

f : a → σ(a)−̇σ(0̇)
ÀÂ¿

»X´�ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ¿�¶ ÄIµZ¼
(D,u)

É/ô4µZ¼�¶�µ9¿SÁ;¾�»X¼SÁ]Ù�µZ¹º¼�Á�°¼S¶�À±´4µZ¯ÂµZÅ9Ç�ÄIµZ¯±¯Âµb®�¿;Á�°¼S¶�À±´4µZ¯ÂµZÅ9Ç�¹4¿�(¸�À±´áÌ Þ4Ù ÷-ÏEÉ
� ��� � 
�� 
:�C� � �����)� 
	�S��
C��

�<�
ð ò�² Ü µZÀ±´

{X,Y }
ÀÂ¿ $0 �Ô!,bÔ0(���ÀOÄ

|X| = 1
µZ¼

|Y | = 1
É ��À±´4½(�°ê@°¼SÇ�¿SÀ±´ºÅ9¯Â°Á�µZ´�ÀÂ¿�»r¶�µ+¸£¹º¯Â9ÙR°ê@°¼SÇ�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´

{X,Y }
®;À±ÁS¬

|X| = 1
µZ¼

|Y | = 1
ÀÂ¿�»�òQ² Ü µZÀ±´MÉ

�M°Á
G = (V, e)

Ð��»
σ
²E¿�Ç�¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��»X´4¸

{X,Y }
Ð��»�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯�ò�² Ü µZÀ±´MÉ �M°Á

x ∈ X»X´4¸
y ∈ Y

É ð 1�Ô"�O)-�ÂÖ � Ö#" 5 �O) 5 1jÔ0$IÔ 523 µXÄ
(V, e)

Ð�Ç�ÁS¬4zò�² Ü µZÀ±´
(X,Y )

ÀÂ¿�ÁS¬4g¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ÃÀ±´RÁ�µ
G1 =

(X ∪ {y}, e|X∪{y})
»X´4¸

G2 = (Y ∪ {x}, e|Y ∪{x})
®;À±ÁS¬Ò»X´á»Z¸º¸£À±ÁSÀÂµZ´�»X¯5� (2 ��ZÖ. $0 �Ôc)-�ÂÖ/$

(x, y, α)
ÙM®;¬4°¼�

α = e(x, y)
Ó
e|X

¼�°¾º¼�(¿�°´RÁ�¿gÁS¬40ÄG¹º´4½°ÁSÀÂµZ´
e
À±´4¸£¹4½((¸ÃÐ�Ç

X × X × É0àá�®;¼SÀ±Á�
G → (G1, G2, (x, y, α))

É
�QµZÁ�~ÁS¬�»XÁ�ÁS¬ºÀÂ¿�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÀÂ¿;´4µZÁ�¹º´ºÀÂËR¹4~ÄâµZ¼�»0æºçº(¸

{X,Y }
É

«�¬4 1jÔB� )L�±Ö�" 5 �O) 5 1�Ô $IÔ 523 µXÄ
(V1, e1)

Ù
(V2, e2)

»X´4¸äÁS¬4�¶�»X¼S³@°¼�ÁS¼SÀ±¾º¯Â°Á
(x, y, α)

Ù�®;À±ÁS¬
V1 ∩ V2 	

{x, y}
Ù4ÀÂ¿�ÁS¬4

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

(V1 ∪ V2, e)
®;¬4°¼�

e(a, b) = e1(a, b)
ÄâµZ¼�»X¯±¯

a, b ∈ V1 \ {y}
Ù
e(a, b) = e2(a, b)ÄâµZ¼z»X¯±¯

a, b ∈ V2 \ {x}
Ù/»X´4¸

e(a, b) = e1(a, y)−̇α u e2(x, b)
ÄâµZ¼z»X¯±¯

a ∈ V1 \ {y}
»X´4¸

b ∈ V2 \ {x}
É

î�Ç�
/¼�µZ¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ÈÞ4ÙºÀOÄ
((V1, e1), (V2, e2), (x, y, α))

ÀÂ¿�»�¿SÀ±¶�¾º¯Â�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ÈµXÄ
(V, e)

Ù�ÁS¬4°´�ÁS¬4r¿SÀ±¶�¾º¯Â
½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ÈµXÄ

(V1, e1)
Ù
(V2, e2)

»X´4¸
(x, y, α)

ÀÂ¿
(V, e)

É
� (/. . " 0��2@? Ö%$

{X,Y }
� Ö (�	 7��%5 Ô 3 5 !

G
8 ( 36�

(G1, G2, (x, y, α))
� Ö $ +£Ö 1jÔB�O)-�ÂÖ � ÖA" 5 �O) 5 1�Ô $IÔ 523�5 !

G� �
(X,Y )

Õ ? Ö%$
{X ′, Y ′}

� Ö ( � Ôc) (� .$IÔ0$IÔ 5�3 5 !
V � Ô0$ + Y ′ ( Y

Õ C<+ºÖ 3
{X ′, Y ′}

Ô!1 (�	 7��/5 Ô 3 5 !
G

Ô ! ( 3 �
523 � ��Ô !

{{x} ∪ Y \ Y ′, Y ′}
Ô!1 (�	 7��/5 Ô 3 5 !

G2
Õ

�  5 5 !]Õ�Ê6Ä
{X ′, Y ′}

ÀÂ¿�»áò�² Ü µZÀ±´äµXÄ
G

ÁS¬4°´éÐRÇ�
�¼�µZ¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´íß
{{x} ∪ Y \ Y ′, Y ′}

ÀÂ¿�»áòQ² Ü µZÀ±´éµXÄ
G2

É
�Qµ]® ¿S¹º¾º¾�µ9¿��ÁS¬�»XÁ

{{x} ∪ Y \ Y ′, Y ′}
ÀÂ¿�»áò�² Ü µZÀ±´äµXÄ

G2
É �=°Á

X ′
a

»X´4¸
Y ′

a

Ó&ÄâµZ¼
a ∈ D × ¿S¹4½�¬éÁS¬�»XÁ

({x}∪Y \Y ′, Y ′) = (
⊎

a∈D X ′
a,

⊎

a∈D Y ′
a)

»X´4¸
e(u, v) = aub

ÄIµZ¼/»X¯±¯
u ∈ X ′

a

»X´4¸
v ∈ Y ′

b

É���À±´4½(
{X,Y }ÀÂ¿�»pò�² Ü µZÀ±´ÈµXÄ

G
Ù�¯Â°Á

Xa

»X´4¸
Ya

¿S¹4½�¬ÆÁS¬�»XÁ
(X,Y ) = (

⊎

a∈D Xa,
⊎

a∈D Ya)
»X´4¸

e(u, v) = a u b
ÄIµZ¼~»X¯±¯

u ∈ Xa

»X´4¸
v ∈ Yb

É �M°Á
c, d ∈ D

¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ
x ∈ X ′

c

»X´4¸
y ∈ Yd

É �M°Á
X ′′

a = (X ′
a \{x})∪Xa−̇d−̇cuα

»X´4¸
Y ′′

a = Y ′
a

ÉA�M°Á
u ∈ X ′′

a

»X´4¸
v ∈ Y ′′

b

É�ÊEÄ
u ∈ X ′

a

ÁS¬4°´
e(u, v) = a u b

É���ÁS¬4°¼S®;ÀÂ¿�
u ∈ Xa−̇d−̇cuα

»X´4¸�ÐRÇ
¸º�æ4´ºÀ±ÁSÀÂµZ´�µXÄ�¿SÀ±¶�¾º¯ÂK¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´MÙ

e(u, v) = e(u, y)−̇αue(x, v) = aub
¿SÀ±´4½(

e(u, y) = a−̇d−̇cuαud»X´4¸
e(x, v) = c u b

É�«�¬4°´
{
⊎

a∈D X ′′
a ,

⊎

a∈D Y ′′
a } = {X ′, Y ′}

ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´ÈµXÄ
G
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ð ò�² Ü µZÀ±´
{X,Y }

ÀÂ¿F1.$0 523 & ÀOÄ�À±Á�ÀÂ¿�»z¿SÁS¼�µZ´ºÅ�¶�°¶0Ð�°¼�µXÄ�ÁS¬4~ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@~Äâ»X¶�À±¯±ÇpµXÄ�ò�² Ü µZÀ±´4¿;µXÄ
G

ÓNÔ6ÕGÖ]Õ
ÁS¬4°¼�rÀÂ¿;´4µpò�² Ü µZÀ±´

{X ′, Y ′}
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

{X,Y }
µ]ê@°¼S¯{»X¾4¿

{X ′, Y ′} × É ð ¿SÀ±¶�¾º¯Â�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÀÂ¿�¿�ÁS¼�µZ´ºÅ
ÀOÄ!À±Á;ÀÂ¿;À±´4¸£¹4½((¸�Ð�Ç�»�¿�ÁS¼�µZ´ºÅ�ò�² Ü µZÀ±´MÉK«�¬4~ÄIµZ¯±¯Âµb®;À±´ºÅ���µZ¼�µZ¯±¯{»X¼SÇ�ÄâµZ¯±¯Âµ]®�¿�ÄI¼�µZ¶ ¾º¼�°ê+ÀÂµZ¹4¿@�M°¶�¶�»£É
: *3,�* $�$5" ,.8 03032 ? Ö/$

{X,Y }
� Ö (�	 7��/5 Ô 3 5 !

G
8 ( 36�

(G1, G2, (x, y, α))
� Ö $ +£Ö 1�Ô"�O)-�ÂÖ � Ö#" 5 �O) 5 1jÔ0$IÔ 523 5 !

G
� �

(X,Y )
Õ ? Ö/$

{X ′, Y ′}
� Ö ( � Ôc) (2 .$IÔ0$IÔ 523 5 !

V � Ô0$ + Y ′ ∩ Y
Õ�C<+£Ö 3

{X ′, Y ′}
Ô!1 ( 1.$0 523 & 	 7��/5 Ô 3 5 !

G
Ô !^( 36� 523 ����Ô !

{{x} ∪ Y \ Y ′, Y ′}
Ô 1 ( 1.$0 523 & 	 7��%5 Ô 3 5 !

G2
Õ

� �!� � �� � 
�� ������� � 
	�<��
>��
��<���
ð

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�rÀÂ¿ )6 �Ô"��ÖrÀOÄ�»X¯±¯�À±Á�¿�òQ² Ü µZÀ±´4¿�»X¼�~ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯6É ð

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��ÀÂ¿ � Ö & Ö 3 Ö. #(�$EÖ � ÀOÄ�°ê@°¼SÇ�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´

ÀÂ¿~»�ò�² Ü µZÀ±´MÉ ð
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G = (V,E)
ÀÂ¿ ��Ô 3 Ö#(� �ÀOÄ!ÁS¬4°¼�0ÀÂ¿~»�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ

v1, . . . , vn

µXÄ�ÁS¬40ê@°¼SÁSÀÂ½((¿�¿S¹4½�¬
ÁS¬�»XÁ�ÄIµZ¼~»X¯±¯

i, j ∈ {1, . . . , n}
®;À±ÁS¬

i ≤ j
»X´4¸

(i, j) 6= (1, n)
Ù
{{vi, . . . vj},−}

ÀÂ¿Q»pò�² Ü µZÀ±´·µXÄ
G
Ù�»X´4¸

G¬�»Z¿~´4µ�µZÁS¬4°¼�¿gò�² Ü µZÀ±´MÉ��/ê@°¼SÇ
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��®;À±ÁS¬Ò»XÁ~¶�µ9¿SÁ

3
ê@°¼SÁSÀÂ½((¿rÀÂ¿r¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Ù=¯±À±´4]»X¼g»X´4¸Ã¾º¼SÀ±¶�9Ù

»X´4¸Ã°ê@°¼SÇ
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��®;À±ÁS¬á»XÁ~¯Â]»Z¿SÁ

4
ê@°¼SÁSÀÂ½((¿~ÀÂ¿Q°À±ÁS¬4°¼r¾º¼SÀ±¶�9Ù�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Ù=¯±À±´4]»X¼rµZ¼Q´4µZ´4�µXÄ�ÁS¬4(¿�

ÁS¬º¼�(�½]»Z¿�(¿bÉ�«�¬4~ÄIµZ¯±¯Âµb®;À±´ºÅ �M°¶�¶�»�½(µZ¶�(¿�À±¶�¶�(¸£À{»XÁ�°¯±Ç�ÄI¼�µZ¶ ÁS¬4rÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê�À±ÁuÇ�µXÄ/òQ² Ü µZÀ±´4¿]É
� (/. . " 0�� 2 ? Ö/$

G
� Ö (

2
7 1.$0 � " $ �  �Ö]Õ

G
+�(I1 3 5 1.$0 523 & 3 52387 $0 �Ô ,]Ô0(E� 	 7��%5 Ô 3 Ô ! ( 36� 523 � ��Ô !

G
Ô 1�Ö�Ô $ +ºÖ. 

)6 �Ô"��Ö 8 � Ö & Ö 3 Ö/ 9(�$EÖ � 5  F��Ô 3 Ö#(2 
�  5 5 !]Õ�Ê6Ä

G
¬�»Z¿!´4µ~¿SÁS¼�µZ´ºÅ~´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê�À{»X¯�ò�² Ü µZÀ±´MÙZÁS¬4°´�¼�°¾º¼�(¿�°´�Á�»XÁSÀ±ê@�ÁS¼�(�µXÄ

G
¬�»Z¿�µZ´º¯±ÇgµZ´4�À±´RÁ�°¼S´�»X¯4´4µ+¸º

β
É/«�¬4°´

G
ÀÂ¿;¾º¼SÀ±¶�9Ù4¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸·µZ¼;¯±À±´4]»X¼�ÀOÄ

β
ÀÂ¿����	��
�4Ù��������������������µZ¼������������ Ù£¼�(¿S¾�(½°ÁSÀ±ê@°¯±Ç@É

«�¬4�ÄIµZ¯±¯Âµb®;À±´ºÅ �M°¶�¶�»�Å9À±ê@(¿;»g½�¬�»X¼�»Z½°Á�°¼SÀÂ¿�»XÁSÀÂµZ´�µXÄ=¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸pÅ9¼�»X¾º¬4¿]É�ÊuÁ�¿K¿SÁS¼�»XÀ±Å9¬�Á�ÄIµZ¼S®�»X¼�¸�À±´4¸£¹4½�²
ÁSÀ±ê@r¾º¼�µ+µXÄ�ÀÂ¿�Å9À±ê@°´�À±´È»X¾º¾�°´4¸£ÀOç�É
� (/. . " 0 ��2�� � )	) 5 1]Ö

σ(0̇) = 0̇
Õ��

σ
7 1�������Ö/$0 jÔ>"

2
7 1.$0 � "%$ �  �Ö � Ô0$ + (�$ �±Ö#(21.$

4
,XÖ. /$IÔ0"�Ö.1�Ô!1 � Ö & Ö 3 Ö/ 9(�$EÖ �

Ô ! ( 3 � 523 � ��Ô ! $ +ºÖ. SÖ�Ô!1 ( 3
α ∈ D

1 � ".+�$ +�(�$
σ(α) = α

8 ( 3 � ('! ��3 "%$IÔ 523
f : V → D

1 � ".+�$ +�(�$�! 5  (��B�
u, v ∈ V

8
u 6= v

8
e(u, v) = α u f(u) u σ(f(v))

Õ
�M°Á

G
Ð�Q»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�9É 	 7��/5 Ô 3�� Ö#" 5 �O) 5 1�Ô $IÔ 523 1�µXÄ

G
»X¼�~¸º�æ4´4(¸�¼�(½°¹º¼�¿SÀ±ê@°¯±Ç � ({G}, ∅)

ÀÂ¿;»�ò�² Ü µZÀ±´
¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´·µXÄ

G
»X´4¸�ÀOÄ

(D,M)
ÀÂ¿�»pò�² Ü µZÀ±´Æ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ÆµXÄ

G
Ù
H ∈ D

Ù�»X´4¸
H1

Ù
H2

ÀÂ¿�»�¿SÀ±¶�¾º¯Â
¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�µXÄ

H
®;À±ÁS¬�¶�»X¼S³@°¼�ÁS¼SÀ±¾º¯Â°Á

(u, v, α)
Ù�ÁS¬4°´

((D\{H})∪{H1,H2},M ∪{(u, v, α)})
ÀÂ¿/»rò�²

Ü µZÀ±´�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´pµXÄ
G
É!Êu´�ÁS¬ºÀÂ¿K½]»Z¿��®��¿�»]ÇzÁS¬�»XÁ

(D′,M ′) = ((D\{H})∪{H1 ,H2},M ∪{(u, v, α)})ÀÂ¿�»�¿SÀ±¶�¾º¯Âg¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´·µXÄ
(D,M)

Ù�»X´4¸�®�r®;¼SÀ±Á�
(D,M) → (D′,M ′)

É
ð ò�² Ü µZÀ±´é¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´

(D,M)
ÀÂ¿ �zÔ 3 ÔB� (��;ÀOÄ�°ê@°¼SÇ

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��À±´

D
ÀÂ¿z¾º¼SÀ±¶�9É ð òQ² Ü µZÀ±´é¸º�²

½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
(D,M)

ÀÂ¿ &	5 5 � ÀOÄK´4µ
H ∈ D

¬�»Z¿�»�¿SÁS¼�µZ´ºÅ�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯8ò�² Ü µZÀ±´MÉ ð ò�² Ü µZÀ±´ñ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
(D,M)

ÀÂ¿'1.$C( 3 � (2 � ÀOÄ�À±Á0½]»X´ÑÐ��µZÐºÁ�»XÀ±´4(¸ÒÄG¼�µZ¶
({G}, ∅)

Ð�ÇÒ»�¿�(Ë�¹4°´4½(�µXÄ�¿�À±¶�¾º¯Â�¿SÁS¼�µZ´ºÅÃ¸º(½(µZ¶�¾�µX²
¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿]Ù�»X´4¸é´4µ

H ∈ D
¬�»Z¿�»Ã¿SÁS¼�µZ´ºÅñ´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê�À{»X¯~ò�² Ü µZÀ±´MÉ �QµZÁ��ÁS¬�»XÁ�¶�À±´ºÀ±¶�»X¯�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿�»X´4¸

¿SÁ�»X´4¸4»X¼�¸�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿Q»X¼�rÅ@µ�µ+¸º¿]É�«�¬4r¾º¼�µ+µXÄ�µXÄ�ÁS¬4QÄâµZ¯±¯Âµ]®;À±´ºÅ�¯Â°¶�¶�»�ÀÂ¿�¿SÀ±¶�À±¯{»X¼�Á�µ�ÁS¬4�¾º¼�µ�µXÄ!Å9À±ê@°´
À±´áÌÎ÷XÏEÉ
� (/. . " 0 � 2 ? Ö/$

(D,M)
� Ö ( &	5 5 � � Ö#" 5 �O) 5 1�Ô $IÔ 523 5 !

G
Õ [ !^$ +ºÖ. SÖ�Ô 1 365 &	5 5 � � Ö#" 5 � ) 5 1jÔ0$IÔ 5�3

(D′,M ′)1 � ".+ $ +�(�$
(D′,M ′) → (D,M)

8 $ +ºÖ 3
(D,M)

Ô 1 ( 1.$C( 3 � (2 � � Ö#" 5 �O) 5 1�Ô $IÔ 523 5 !
G
Õ

�  5 5 !]Õ�Ê6Ä
(D,M)

ÀÂ¿�´4µZÁÈ»è¿�Á�»X´4¸4»X¼�¸ ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´ ÁS¬4°´ ÁS¬4°¼�ñÀÂ¿�»è¿SÀ±¶�¾º¯Âñ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ À±´ ÁS¬4
¿�(Ë�¹4°´4½(áµXÄ�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´4¿È®;¬ºÀÂ½�¬ ÀÂ¿�´4µZÁ·¿SÁS¼�µZ´ºÅ4É �M°Á

(D1,M1) → (D2,M2) = ((D1 \ {H}) ∪
{H1,H2},M1 ∪{m})

Ð��ÁS¬4�¯{»Z¿�Á8´4µZ´£²E¿SÁS¼�µZ´ºÅ�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´pÀ±´�ÁS¬4Q¿�(Ë�¹4°´4½(9É ð ¯±¯ ÁS¬4�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿
»-ÄIÁ�°¼

(D1,M1) → (D2,M2)
»X¼�r¿SÁS¼�µZ´ºÅ�»X´4¸�½(µZ¼S¼�(¿�¾�µZ´4¸�Á�µ�¹º´ºÀÂË�¹4�¿SÁS¼�µZ´ºÅ�òQ² Ü µZÀ±´4¿�µXÄ

G
É�àár½(µZ´4¿�ÁS¼S¹4½°Á
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ÁS¬4Ã¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´
(D′,M ′)

ÄI¼�µZ¶
(D1,M1)

»-ÄGÁ�°¼�¿SÀ±¶�¾º¯Âñ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿�µXÄ0ÁS¬4(¿�ñ¿SÁS¼�µZ´ºÅïò�² Ü µZÀ±´4¿]É
(D′,M ′)

ÀÂ¿�Å@µ+µ�¸p¿SÀ±´4½(QÁS¬4°¼�~ÀÂ¿;»0¿�À±¶�¾º¯ÂQ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÄâµZ¼�°ê@°¼SÇp¿SÁS¼�µZ´ºÅ�ò�² Ü µZÀ±´pÀ±´
G
»X´4¸

(D′,M ′) →
(D,M)

ÐRÇ�ÁS¬4r¿SÀ±¶�¾º¯Â�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´·µXÄ�ÁS¬4gò�² Ü µZÀ±´È½(µZ¼S¼�(¿S¾�µZ´4¸£À±´ºÅ�Á�µ
(D1,M1) → (D2,M2)

É
«�¬4�¾º¼�°ê+ÀÂµZ¹4¿��M°¶�¶�»rÁ�°¯±¯Â¿�¹4¿!ÁS¬�»XÁ8»~¿SÁ�»X´4¸4»X¼�¸�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�½]»X´�Ð��µZÐºÁ�»XÀ±´4(¸�ÄI¼�µZ¶ »Q¶�À±´ºÀ±¶�»X¯�¸º�²

½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÐRÇ�»�¿�(ËR¹4°´4½(�µXÄ ¿SÀ±¶�¾º¯Â�½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿]É!«�¬ºÀÂ¿!®;À±¯±¯ºÐ�K¹4¿�(¸zÀ±´�ÁS¬4�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´�»X¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶
¾º¼�(¿�°´�Á�(¸�À±´È»�´4�ç£Á�¿�(½°ÁSÀÂµZ´MÉ

ð ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
(D,M)

µXÄ
G
À±´4¸£¹4½((¿�»0¹º´º¼�µ�µZÁ�(¸pÁS¼�(~µXÄ=ê@°¼SÁ��çp¿�°Á

D
»X´4¸

H1
ÀÂ¿�»Z¸ Ü »Z½(°´RÁ�Á�µ

H2ÀOÄ�ÁS¬4°¼�QÀÂ¿�»
(x, y, α) ∈ M

¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ
x
ÀÂ¿�»0ê@°¼SÁ��çpµXÄ

H1
»X´4¸

y
ÀÂ¿;»0ê@°¼SÁ��ç�µXÄ

H2
É�«�¬4r¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´

ÁS¼�(gµXÄ8»�¿SÁ�»X´4¸4»X¼�¸·¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´·ÀÂ¿�ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ½gÁ�µ�ÁS¬4�¼�°¾º¼�(¿�°´�Á�»XÁSÀ±ê@zÁS¼�(0µXÄ�ÁS¬40®8]»X³+¯±Ç�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀ±ê@
Ä6»X¶�À±¯±ÇpµXÄKò�² Ü µZÀ±´4¿�»X´4¸�ÁS¬R¹4¿�ÀÂ¿;¹º´ºÀÂË�¹49É�àár½]»X¯±¯MÀ±Á�ÁS¬4 1/$C( 36� (2 � � Ö#" 5 � ) 5 1jÔ0$IÔ 5�3 $0 SÖ�Ö(É

� � ��ú�©�ª�þ�û�ÿ ©�þ�ÿ�ú�ÿ ¦�� �����4¦�ª�¢ §zú�©�¦�ü���¦�ÿ ª�¤ ª�¦�¢
����� 	�
 �  � 
�� � �����)� 
	�S��
C��

�<�
«�¬4�ÐºÀO² Ü µZÀ±´è¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´ëÌ±Ø]ÝºÙ8Ø°Þ9Ï8ÀÂ¿�»�¿�¾�(½°À{»X¯�½]»Z¿��®;À±ÁS¬

(D,u) = (Z2,+)
É �M°¶�¶�»ÑØ]ÝÈ¿�»(Ç£¿gÁS¬�»XÁ

¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Å9¼�»X¾º¬4¿�»X¼�;¸£ÀÂ¿ Ü µZÀ±´RÁ/¹º´ºÀÂµZ´�µXÄ�ÁE®�µg½°¯±ÀÂË�¹4(¿�ÀOÄ
α = 1

»X´4¸�½(µZ¶�¾º¯Â°Á�;ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±Á��Å9¼�»X¾º¬4¿/ÀOÄ
α = 0

É
«�¬ºÀÂ¿�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�¬�»Z¿!´4µ ��� ��� ���r´4µ+¸º�¿SÀ±´4½(�ÁS¬48¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��ÀÂ¿!¿SÇ+¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½9É!«�¬4�ÐºÀO² Ü µZÀ±´�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
µXÄ!Á�µZ¹º¼S´�»X¶�°´RÁ�¿zÌÎßXÏMÀÂ¿;ÁS¬4r¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´MÙ4®;À±ÁS¬

(D,u) = (Z2,+)
»X´4¸

σ = [ 0 1
1 0 ]

É
���!� �������)� 
	�S��
C��

�<� � � �d�J
C���S�������d�	��
��
ð ¸£À±¼�(½°Á�(¸áÅ9¼�»X¾º¬

G
½]»X´ñÐ��ê+ÀÂ°®8(¸$»Z¿�»X´

σ
²E¿SÇ�¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��µZ´ñÁS¬4�¿�°Á

{(0, 0), (1, 0), (0, 1)}
Ù

®;À±ÁS¬
σ((i, j)) = (j, i)

ÄIµZ¼
(i, j) ∈ {(0, 0), (1, 0), (0, 1)}

É�«�¬4°¼��ÀÂ¿�µZ´4�»XÐ�°¯±À{»X´ñÅ9¼�µZ¹º¾áµZ´
D

¿S¹4½�¬ñÁS¬�»XÁ
a → σ(a)−̇σ(0̇)

ÀÂ¿�»X´�ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ¿�¶�ÉK«�¬ºÀÂ¿�»XÐ�°¯±À{»X´�Å9¼�µZ¹º¾MÙºÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ½gÁ�µ
(Z3,+)

Ù£ÀÂ¿;Å9À±ê@°´�À±´�æ4Å9¹º¼�gß£É
����� �������)� 
	�S��
C��

�<�� � � ��
��	�����������d�	��
 ���
ð ¸£À±¼�(½°Á�(¸·Å9¼�»X¾º¬

G
ÀÂ¿~»

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�zµZ´

Z2
Ù�»X´4¸Æ½]»X´·Ð�gê+ÀÂ°®8(¸ñ»Z¿~»

σ
²E¿SÇ+¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½

2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

(V, e)µZ´
Z2 × Z2

ÙM®;À±ÁS¬
σ((i, j)) = (j, i)

É�«�¬4°¼��»X¼��ÁE®8µ·»XÐ�°¯±À{»X´ñÅ9¼�µZ¹º¾4¿0¿S¹4½�¬ÒÁS¬�»XÁ
a → σ(a)−̇σ(0̇)

ÀÂ¿g»X´
ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ¿S¶�ÉÈ«�¬4�æ4¼�¿SÁzµZ´4ÆÓGÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ½�Á�µ

(Z2
2,+) × ÀÂ¿gÅ9À±ê@°´$À±´áæ4Å9¹º¼��Ý£Ù�»X´4¸áÁS¬4p¿�(½(µZ´4¸íÓGÀÂ¿�µZ¶�µZ¼�²

¾º¬ºÀÂ½�Á�µ
(Z4,+) × ÀÂ¿0Å9À±ê@°´$À±´Òæ4Å9¹º¼��Þ4É�«�¬4(¿��ÁE®�µÆ¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿�»X¼��Å@°´4°¼�»X¯±À±ãb»XÁSÀÂµZ´4¿zµXÄ�ÁS¬4�ÐºÀO² Ü µZÀ±´

¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�µZ´�Ð�µZÁS¬�´4µZ´£²EµZ¼SÀÂ°´�Á�(¸�Å9¼�»X¾º¬4¿�»X´4¸�µZ´�Á�µZ¹º¼S´�»X¶�°´RÁ]É8«�¬4°Ç�»X¼�Q¶g¹ºÁS¹�»X¯±¯±Ç��çº½°¯±¹4¿SÀ±ê@9Ù£ÁS¬�»XÁ
ÀÂ¿;ÁS¬4°¼�rÀÂ¿Q»zÅ9¼�»X¾º¬�¾º¼SÀ±¶�rÄâµZ¼;ÁS¬4~æ4¼�¿SÁ�µZ´4�»X´4¸�½(µZ¶�¾º¯Â°Á�°¯±Ç�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿j»XÐº¯ÂrÄâµZ¼;ÁS¬4�µZÁS¬4°¼�µZ´49Ù�»X´4¸�,bÔ0"�Ö
,XÖ. *1/(@É

� �åú�©�¦�ü��p¦�ÿ�ªS¤ ª�¦�¢ þ�û���¦;¥�ª�¤
	�ü
ôº¼�µZ¶ ´4µ]®�Ù�®8gæºçÆ»X´ñ»XÐ�°¯±À{»X´·Å9¼�µZ¹º¾

(D,u)
»X´4¸Ã»X´ÈÀ±´Rê@µZ¯±¹ºÁSÀÂµZ´

σ
¿S¹4½�¬·ÁS¬�»XÁ

f : a → σ(a)−̇σ(0̇)
ÀÂ¿~»X´

ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ¿S¶ ÄIµZ¼
(D,u)

É
����� �F
��� � � �S� �2�J
�#
C��� � �� � 
E�
àáQÅ9À±ê@~À±´�ÁS¬ºÀÂ¿;¿�(½°ÁSÀÂµZ´�»

O(n2)
»X¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶ ÄâµZ¼�ÁS¬4�ÄIµZ¯±¯Âµb®;À±´ºÅ�¾º¼�µZÐº¯Â°¶ � Å9À±ê@°´�»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G = (V, e)»X´4¸
u, v ∈ V

ÙMµZ¹ºÁS¾º¹ºÁz»p´4µZ´ñÁS¼SÀ±ê+À{»X¯�ò�² Ü µZÀ±´
{X,Y }

¿S¹4½�¬áÁS¬�»XÁ
u ∈ X

»X´4¸
v ∈ Y

ÙMµZ¼�µZ¹ºÁS¾º¹ºÁ� �Qµ���ÀOÄ
ÁS¬4°¼�rÀÂ¿;´4µ�¿S¹4½�¬�¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´MÉ
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u
ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø ×ÓâÚ£ÙÎÚ × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø ×Ó�Ø9ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø × ÓâÚ£ÙÎÚ ×ÓâÚ£Ù±Ø × ÓâÚ£Ù±Ø × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ ×

X(0,0)

X(1,0)

X(0,1)

Y(0,0)

Y(0,1)

Y(1,0)

ô�À±Å9¹º¼�Qß � �~(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÄIµZ¼�µZ¼SÀÂ°´RÁ�(¸pÅ9¼�»X¾º¬4¿]É�Ó��r»Z¿S¬4(¸p(¸£Å@Q¿SÀ±Å9´ºÀOÄGÇ�ÁS¬�»XÁ�Áu®8µzê@°¼SÁ��ç�½]»X´pÐ�~»Z¸ Ü »Z½(°´�ÁµZ¼;´4µZÁ]É ×

u
ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø ×ÓâÚ£ÙÎÚ × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø ×Ó�Ø9ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9Ù±Ø × ÓâÚ£Ù±Ø ×ÓâÚ£Ù±Ø × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ ×Ó�Ø9Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£ÙÎÚ ×

X(0,0)

X(0,1)

X(1,0) Y(0,1)

Y(1,1)

X(1,1) Y(0,0)

Y(1,0)

ô�À±Å9¹º¼�gÝ � �~(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÄâµZ¼�¸£À±¼�(½°Á�(¸�Å9¼�»X¾º¬4¿gÓ&æ4¼�¿�Á × É

u
ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø ×ÓâÚ£ÙÎÚ × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø ×Ó�Ø9ÙÎÚ × Ó�Ø9ÙÎÚ × Ó�Ø9Ù±Ø × ÓâÚ£ÙÎÚ × ÓâÚ£Ù±Ø ×ÓâÚ£Ù±Ø × ÓâÚ£Ù±Ø × ÓâÚ£ÙÎÚ × Ó�Ø9Ù±Ø × Ó�Ø9ÙÎÚ ×Ó�Ø9Ù±Ø × Ó�Ø9Ù±Ø × ÓâÚ£Ù±Ø × Ó�Ø9ÙÎÚ × ÓâÚ£ÙÎÚ ×

X(0,0)

X(0,1)

X(1,0) Y(0,1)

Y(1,1)

X(1,1) Y(0,0)

Y(1,0)

ô�À±Å9¹º¼��Þ � �~(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�ÄIµZ¼�¸£À±¼�(½°Á�(¸ÈÅ9¼�»X¾º¬4¿0ÓI¿�(½(µZ´4¸ × É
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ð ¸£À±¼�(½°Á�(¸pÅ9¼�»X¾º¬
G = (V,A)

ÀÂ¿Q1/$0 523�& ��� " 5�383 Ö#"%$EÖ � ÀOÄ�ÄIµZ¼�°ê@°¼SÇ
u, v ∈ V

ÁS¬4°¼�QÀÂ¿�»g¾�»XÁS¬�ÄI¼�µZ¶
u
Á�µ

v
ÓNÔâÕGÖ]Õ�ÁS¬4°¼�gÀÂ¿�»�¿�(Ë�¹4°´4½(

u0 = u, u1, . . . uk = v
¿�¹4½�¬ÈÁS¬�»XÁ�ÄIµZ¼Q»X¯±¯

i ∈ {0, . . . k − 1}
Ù
(ui, ui+1) ∈ A × Éð 1.$0 523 & ��� " 523�3 Ö#"%$EÖ � " 5 �O) 5�3 Ö 3 $KÀÂ¿8»g¶�»-ç+À±¶�»X¯�¿S¹ºÐ4¿�°Á

W ⊆ V
¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

G[W ]
ÀÂ¿�¿SÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç�½(µZ´º´4(½°Á�(¸�É

«�¬4�¿SÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç�½(µZ´º´4(½°Á�(¸�½(µZ¶�¾�µZ´4°´�Á�¿/ÄâµZ¼S¶å»~¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´�µXÄ�ÁS¬4;ê@°¼SÁSÀÂ½((¿8µXÄ
G
Ù+»X´4¸�½]»X´�Ð��ÄIµZ¹º´4¸�À±´�¯±À±´4]»X¼

ÁSÀ±¶��Ì±Ø�ÏEÉS ·µZ¼�(µ]ê@°¼]Ù�ÁS¬4°¼�zÀÂ¿r»X¯±®�»]Ç+¿g»�¿SÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç·½(µZ´º´4(½°Á�(¸ñ½(µZ¶�¾�µZ´4°´�Á
W

¿S¹4½�¬ÃÁS¬�»XÁrÁS¬4°¼�zÀÂ¿Q´4µ�»X¼�½(¿
ÄI¼�µZ¶

W
Á�µ

V \ W
Ù£¿SÀ±´4½(rÁS¬4rÀ±´4½°ÀÂ¸º°´4½(rÅ9¼�»X¾º¬ÆµXÄ!¿SÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç�½(µZ´º´4(½°Á�(¸Æ½(µZ¶�¾�µZ´4°´�Á�¿�ÀÂ¿�»Z½°Ç£½°¯±ÀÂ½9É

àá�ÁS¼�»X´4¿�ÄâµZ¼S¶ µZ¹º¼r¾º¼�µZÐº¯Â°¶ À±´RÁ�µ�»�ß-² � ð «�¾º¼�µZÐº¯Â°¶�Ézàá�¿S¹º¾º¾�µ9¿�z®�É ¯6É µºÉ Å4É0ÁS¬�»XÁ
u ∈ X0̇

»X´4¸·ÁS¬�¹4¿
v ∈ Ye(u,v)

É�ÊEÄ�»rê@°¼SÁ��ç
w 6∈ {u, v}

ÀÂ¿8À±´
X

ÁS¬4°´�À±Á�ÀÂ¿KÀ±´
Xe(w,v)−̇e(u,v)

Ù+»X´4¸�ÀOÄ
w
ÀÂ¿8À±´

Y
Ù+À±Á8ÀÂ¿8À±´

Ye(u,v)
É

�M°Á�ÁS¬4Qß-² � ð «í¾º¼�µZÐº¯Â°¶ ®;À±ÁS¬�ê9»X¼SÀ{»XÐº¯ÂQ¿�°Á
V \ {u, v}

Ù�»X´4¸
w ⇒ t

ÀOÄ
e(w, v)−̇e(u, v)u e(u, t) 6= e(w, t)

É
ð ê9»X¼SÀ{»XÐº¯Â

w
ÀÂ¿QÁS¼S¹4�¶�]»X´4¿~ÁS¬�»XÁ

w ∈ X
Ég«�¬4°´ÃÁS¬4°¼�zÀÂ¿�»�´4µZ´ÃÁS¼SÀ±ê+À{»X¯Kò�² Ü µZÀ±´ÃÀOÄ�»X´4¸ÃµZ´º¯±ÇÆÀÂ¿~ÁS¬4°¼�0ÀÂ¿

»�´4µZ´ÆÁS¼SÀ±ê�À{»X¯�¿�µZ¯±¹ºÁSÀÂµZ´�ÄâµZ¼�ÁS¬4zß-² � ð « ¾º¼�µZÐº¯Â°¶�É �=°Á
Gf = (V \ {u, v}, Ef )

®;À±ÁS¬
Ef = {(w, t) : w, t ∈

V \ {u, v}
»X´4¸

e(w, v)−̇e(u, v) u e(u, t) 6= e(w, t)}
ÉK«�¬4�ß-² � ð « ¾º¼�µZÐº¯Â°¶ ¬�»Z¿�»g´4µZ´�ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯�¿�µZ¯±¹ºÁSÀÂµZ´�ÀOÄ

»X´4¸�µZ´º¯±ÇpÀOÄ�ÁS¬4~Å9¼�»X¾º¬
Gf

ÀÂ¿�´4µZÁ�¿SÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç�½(µZ´º´4(½°Á�(¸�É/Êu´�ÁS¬ºÀÂ¿�½]»Z¿�
{X ∪ {u}, V \ (X ∪ {u})}

ÀÂ¿�»z´4µZ´
ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯8ò�² Ü µZÀ±´áµXÄ

G
É ð ¯±¯�ÁS¬4(¿��µZ¾�°¼�»XÁSÀÂµZ´4¿�½]»X´ñÐ��¸ºµZ´4�À±´ñÁSÀ±¶�

O(n2)
É�Ó ð ¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶�¿gÀ±´ñ¾4¿�°¹4¸ºµX²E½(µ+¸º

»X¼�rÅ9À±ê@°´�À±´È»X¾º¾�°´4¸£ÀOç�É ×
���!� � � � 
 �f��� � ��
���
�� � � � �  �)
�� � �6��� � 
	�<��
>��

�<�
ÊEÄ�»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��ÀÂ¿�´4µZÁ8¾º¼SÀ±¶�9ÙRÁS¬4°´�»0ò�² Ü µZÀ±´�½]»X´�Ð��ÄIµZ¹º´4¸�À±´

O(n3)
ÁSÀ±¶��¹4¿SÀ±´ºÅgÁS¬4;¾º¼�°ê+ÀÂµZ¹4¿8»X¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶

ÄâµZ¼�»�æºç£(¸
u ∈ V

»X´4¸�ÄâµZ¼�»X¯±¯
v 6= u

É��+µz»g´�»XÀ±ê@r»X¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶ Á�µ0½(µZ¶�¾º¹ºÁ��»g¶�À±´ºÀ±¶�»X¯�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�Á�»X³@
O(n4)

ÁSÀ±¶�9É�àá�½]»X´á¼�]»Z½�¬
O(n3)

ÐRÇÃÁS¬4�ÄâµZ¯±¯Âµ]®;À±´ºÅ·®�»]Ç@É�àá�¼�°¶�°¶gÐ�°¼gÁS¬4�¿�°Á
P

µXÄ�¿S¹ºÐ4¿�°Á�¿�µXÄ
V¿S¹4½�¬ÈÁS¬�»XÁ�ÁS¬4°¼�gÀÂ¿;´4µ�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯!ò�² Ü µZÀ±´�®;¬ºÀÂ½�¬Ãµ]ê@°¼S¯{»X¾4¿

U
ÄâµZ¼�»X¯±¯

U ∈ P
É
P
ÀÂ¿�»�¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´ÃµXÄ

V
Ù�»X´4¸

»XÁ�]»Z½�¬$½]»X¯±¯/µXÄ8ÁS¬4�¿S¹ºÐ£²6¼�µZ¹ºÁSÀ±´49Ù�°À±ÁS¬4°¼rÀ±Á�¿S¹4½(½(((¸á»X´4¸Ã®8�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿��ÁS¬4
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�9Ù�°À±ÁS¬4°¼rÀ±Á~Ä6»XÀ±¯Â¿

»X´4¸Ã®8�¶�°¼SÅ@�ÁE®�µ�¿�°Á�¿rÀ±´
P
É �+µ�»p¶�À±´ºÀ±¶�»X¯K¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´Ò½]»X´áÐ��µZÐºÁ�»XÀ±´4(¸ñ®;À±ÁS¬

O(n)
½]»X¯±¯�Á�µ�ÁS¬4

»X¯±Å@µZ¼SÀ±ÁS¬º¶ µXÄ�¿�(½°ÁSÀÂµZ´Æ÷£É±Ø9Ù4»X´4¸È½]»X´È½(µZ¶�¾º¹ºÁ�(¸�À±´
O(n3)

É
����� � � � 
 �f��� � ���2���� ����� � �� � 
E� ������� � 
	�<��
>��
��<�
�M°¶�¶�»zØ°Þ�¿j»(Ç£¿=ÁS¬�»XÁ�»�¿SÁ�»X´4¸4»X¼�¸z¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�µXÄ

G
½]»X´0Ð�8½(µZ¶�¾º¹ºÁ�(¸gÄI¼�µZ¶ó»;¶�À±´ºÀ±¶�»X¯£¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´MÙ

»-ÄIÁ�°¼z¿�µZ¶��¼��²E½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´4¿]É·àá�¿S¬4µb®öÁS¬�»XÁz®8p½]»X´ÑÁ�(¿SÁgÀ±´ÑÁSÀ±¶�
O(n2)

ÀOÄ�»Æ½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´èµXÄ�ÁE®�µ
2
²

¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�(¿�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸ÈµZ¼�¯±À±´4]»X¼�ÀÂ¿�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸ÈµZ¼;¯±À±´4]»X¼]É
�M°Á

G1 = (V1, e1)
»X´4¸

G2 = (V2, e2)
»X´4¸á»p¶�»X¼S³@°¼rÁS¼SÀ±¾º¯Â°Á

(x, y, α)
Ù�¿S¹4½�¬áÁS¬�»XÁ

G1
»X´4¸

G2
¬�»]ê@

´4µ�¿SÁS¼�µZ´ºÅ�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê�À{»X¯�ò�² Ü µZÀ±´MÉ8ÊEÄ
G
¬�»Z¿�´4µ�¿�ÁS¼�µZ´ºÅ�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯!ò�² Ü µZÀ±´MÙ4ÁS¬4°´�Ð�Ç �M°¶�¶�»�Ø]ß£Ù

G
ÀÂ¿�°À±ÁS¬4°¼

¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸ïµZ¼�¯±À±´4]»X¼ÆÓI¿�À±´4½(�À±Á�½]»X´º´4µZÁ�Ð��¾º¼SÀ±¶� × ÉèÊEÄ
G1

µZ¼
G2

ÀÂ¿�´4µZÁ�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Ù�ÁS¬4°´
G

¶g¹4¿�Á
Ð��¯±À±´4]»X¼]É  ·µZ¼�(µ]ê@°¼�ÀOÄ

G1
»X´4¸

G2
»X¼��¯±À±´4]»X¼]Ù8¯Â°Á

v1, . . . , vk

Ð��»È¯±À±´4]»X¼�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ$µXÄ�ÁS¬4pê@°¼SÁ��çèµXÄ
G1

Ù�»X´4¸é¯Â°Á
v′1, . . . , v

′
k′

Ð��»Ã¯±À±´4]»X¼�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅÑµXÄ
G2

Éäà É ¯6É µºÉ Å4É
v1 = y

»X´4¸
v′1 = x

Éä«�¬4°´ïÀOÄ
G

ÀÂ¿
¯±À±´4]»X¼]Ù

v2, . . . , vk, v′2, . . . , v
′
k′

µZ¼
v2, . . . , vk, v

′
k′ , . . . , v

′
2

¶0¹4¿SÁ�Ð��»p¯±À±´4]»X¼gµZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅÆµXÄ
G
Ù=»X´4¸á¿�µ�°À±ÁS¬4°¼

{{v2, v
′
2},−}

µZ¼
{v2, v

′
k′},−}

¶g¹4¿�Á�Ð��»�òQ² Ü µZÀ±´�µXÄ
G
É

�M°Á
G1

»X´4¸
G2

Ð�~Áu®8µ
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�(¿�®;À±ÁS¬4µZ¹ºÁ�¿SÁS¼�µZ´ºÅ�´4µZ´£²6ÁS¼SÀ±ê+À{»X¯�ò�² Ü µZÀ±´MÉ�àá~®�»X´�Á�Á�µ�³+´4µ]®;´�ÀOÄ�ÁS¬4

½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
G
µXÄ

G1
»X´4¸

G2
®;À±ÁS¬�ÁS¬4�¶�»X¼S³@°¼�ÁS¼SÀ±¾º¯Â°Á

(x, y, α)
ÀÂ¿�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�µZ¼!¯±À±´4]»X¼�Óâ»X´4¸zÁ�µ~³+´4µ]®ï»

µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ�µXÄ
G
ÀOÄMÀ±Á8ÀÂ¿K¯±À±´4]»X¼ × É ��»Z¿�gØ � |V1| = |V2| = 3

É ð ¯±¯�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´4¿;µXÄ
G
½]»X´�Ð��Á�(¿�Á�(¸�À±´�½(µZ´4¿SÁ�»X´RÁ

ÁSÀ±¶�9Ù�¿�µpÁS¬4zÁEÇ+¾�zµXÄ
G

Óâ»X´4¸ñ»�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ�ÀOÄ
G

ÀÂ¿Q¯±À±´4]»X¼ × ½]»X´ñÐ�z½(µZ¶�¾º¹ºÁ�(¸ÃÀ±´
O(1)

É���»Z¿��ß � |V1| 6= 3µZ¼
|V2| 6= 3

É8«�¬4°´
G1

µZ¼
G2

ÀÂ¿�´4µZ´Æ¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Ù�µZ¼�´4µZ´�¯±À±´4]»X¼]É�Ê6Ä
G1

»X´4¸
G2

»X¼��¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Ù ÁS¬4°´
G
ÀÂ¿�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸ÆÀOÄ/»X´4¸�µZ´º¯±Ç�ÀOÄ

{{x, y},−}
ÀÂ¿Q»�ò�² Ü µZÀ±´ÈµXÄ

G
É8Ê6Ä

G1
»X´4¸

G2
»X¼�r¯±À±´4]»X¼]Ù4®;À±ÁS¬·µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ

{v1 = y, . . . , vk}
»X´4¸

{v′1 = x, . . . , v′k′}
Ù4ÁS¬4°´

G
ÀÂ¿;¯±À±´4]»X¼�ÀOÄ

{{v2, v
′
2},−}

µZ¼
{{v2, v

′
k′},−}

ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´
µXÄ

G
É�Êu´�ÁS¬ºÀÂ¿�½]»Z¿�9Ù

v2, . . . , vk, v′2, . . . , v
′
k′

µZ¼
v2, . . . , vk, v

′
k′ , . . . , v

′
2

ÀÂ¿�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ�µXÄ
G
É�Êu´pµZÁS¬4°¼�¿;½]»Z¿�(¿]Ù

G
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ÀÂ¿Q´4°À±ÁS¬4°¼�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ��´4µZ¼~¯±À±´4]»X¼]ÉS ÆµZ¼�(µbê@°¼]Ù�Á�µpÁ�(¿SÁQÀOÄ�»�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´ñÀÂ¿~»�ò�² Ü µZÀ±´ñµXÄ�»
2
²E¿�ÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼��½]»X´

Ð�r¸ºµZ´4rÀ±´
O(n2)

É
«�¬4°¼��ÀÂ¿r»XÁ~¶�µ9¿SÁ

O(n)
¼��²E½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´4¿�Óâ»XÁQ¶�µ9¿�Á~µZ´4zÄâµZ¼~]»Z½�¬á(¸£Å@�À±´ÃÁS¬4�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´ñÁS¼�( × É«=µ�¿S¹º¶�¶�»X¼SÀ±ã]9Ù4®��µZÐºÁ�»XÀ±´ �

%'&)(+*-,�(/. 0�� 2 � 1.$C( 3 � (2 � 	 7��/5 Ô 3 � Ö#" 5 �O) 5 1jÔ0$IÔ 523 "K( 3 � Ö " 5 �O) � $EÖ � Ô 3 $IÔB��Ö
O(n3)

Õ

� ú �(ú!¥�ú�¢z©�ú�ÿ
�������	��
�����������������������������! "�#�#��$��%'&(&!)+*�, �!-�x(w�x�.XwNsu���Swu�Rsuo�t�xbvR�0/K���-�bsN}�wN�@|rt��1/��@�9}OtE�-v � n�o�tE��o��-�12/ojxb� �}�v@�R�43�xbtNt���� �65(798 �
� :;��<���=>�+<@?BA@C�?*#,D�@=E�F��*#G�AHGI�J
��+K�AH)L�#?�MONP�LQ@�JR#ST=U��, BV���&(�1AHS4� �P/ v@oj� wus�xb��wNxb�@��oz���-|��@}�vRx(wN�bsN}�xb��9o����-|Qq+�-tu}�wu}��bv4�4W�L]>YXbD�TNCu?[Z�FL\^]`_9_(a�b
� 8c�0=>�edF�BS�AH,D�I=>����*#G�AHG��"=E�Dd��"=f*?B�S4� �4g�xbsEwN}�wN}�h-o8�Z�Zq�ojsu�-sNxbq@�Rtj�`iK?OD�TNCSB(FIBFW�L@Fkj#l 81monp�65(74�Oq�8!rts`r9u
� v9��wx�F�	�ydF?#,B,BAH,#V��*#) �z-8oj���b|~q��XtE}�wu}��bvÆ�]y;�9}�suo��Swuo��È�-sNxbq@�Rtj�P{Z365FW}|1~1XbCu>�Lc�J~°>Ã5+���9B;�]C�L]?{T�L(>�fi8?�D�TuC�B°FâB

W�B(Fkj�~4�-D 8	n��65(7(:9qz:`�6v;s4:9:c7
� r;��wx���	�"dF?B,#,BAH,#V��*#) ��-Ko����b|~q+�-tu}�wN}��-v0�by�tu�@�@|~�9�9�@�Ox]s�yÂ�@v��Swu}��bv�t����D~;�o�(?�>�L@F�~°CN?&T�L 8	n��65(798(qzrc8;s1�(7
� �c��wx��o�#dF?B,B,#AH,#V#�B*#)��B����JR�)F��,BR�� �(/$���b|��@}�vRx(wN�bsN}�xb�R�9oj���b|~q+�-tu}�wN}��-v~wu�@oj�bsN�b����L]>�L1��l(|�l(W�L@Fkj 8!:�np�t5979u!q

mc8cv;s�m;�!r
�[mO���	�#�F�B�S4,B�1S4?#��� e���	���@�IMcS�,BG�S���V �`gMsN}�|~}�wu}�hX}�w6�g}Ot+�Ko�sNoj�9}�wNxbsu�~yÂ�-s : � .XwusN�R�SwN�@sNojtj��Ij£B�~°C�B°F&?{TSL;�D�D~O��Z"XRFIB�C{+TN?±BS>ºTSB(� m;u	np�t595(u(qz8cv!8Os18!rc7
� 7c�����J��*#&!&(*#A � � sNxbvRtu}�wN}�h��bsN}�ojv9wu}�o�sN�Rx]sNo0��sNxbq@�@ojv4� 5�T�FGL�W�L@Fkj+B��rL@F{?&T�L�5�TSL1�ZB��Q?±L-B�{£Tu?ÂB�>£F{?±L(CtXc����X]>`�9L(CN?{TSL-B

�t7	n��65(�!mcqz:9rOs1�(�
� 5c���0�D=>�D=U�BdL��,B,BS4&!& ��//v

O(n2)
}�v���sNo�|~o�vXwNxb��x]���b�-su}�wu�R| yÂ�bs8|~�Z�@�@��xbsK�9o����b|~q+�-tu}�wN}��-v��]y��bs�x]qR�Rt/x]v��zw6��� �tEwusN�R�SwN�@sNojtj�@5+���`~°CN?GFkj4�~?&T�L ��v�np�t595(r(qP:9u95;s`:9:!m

���6uc���0��=>�z=��dL��,B,BS�&(&���QL��R�S�=��#, BVI�#&!�1AHS4� ����}�vRojx]s � wu}�|Qo~|~�9�9�@�Ox]s��9o����-|Qq+�-tu}�wu}��bvp�]y��9}�sNoj��wuo����-sNxbq@�Rtj�i8?�D�TuC�B°FâB85PZ4ZY��?ÂBt��W�L@Fkj#l �6v!r	n�:9u9u(r(q+�t597;s`:cu!r
���9�����0�P=E�D=U�BdL��,B,BS4&!&��e�#�z����AH,B�Y*#R �Y3��9�9�@�Ox]s��9oj���b|~q+�-tu}�wN}��-v�x]vR��wNsNxbvRtu}�wN}�h-o;�bsN}�ojv-w�x(wN}��-v4��i8?�D�TuC�B°FâByW�L@Fkj#l

:9u4��np�65(595!q+�t795Os4:;v��
���t:;���0�P�o�D=��#�#�AH,#V��PQ@���#���y*#R#S��)+*B���BS4� �#.Z�@��t6wN}�wN�9wu}��bvp�9oj���b|~q��XtE}�wu}��bv�yÂ�bs��9}�tN��sNo�wNo�tEwusN�R�SwN�@sNojt�x]vR�����bv �v@o��SwN}��-vRt!��}�wN�����b|��@}�vRx(wN�bsN}�xb�+�-q9wu}�|~}���x(wN}��-v4�@5/>@>+L;�ODF~O�IiK?OD�TNCSB(FIBLW�L@Fkj#l �t5�np�65(7cv1qP:(r(m6s`8(r9�
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� � � ��ú�¢z§0ª��
� ��� �'�4� � � � � ���3��� � � �
�M°Á

(V, e)
Ð��»

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�~¿S¹4½�¬pÁS¬�»XÁ�ÁS¬4°¼��ÀÂ¿;»

f : V → D
»X´4¸�»

α
®;À±ÁS¬

σ(α) = α
»X´4¸

e(u, v) = αu

f(u)uσ(f(v))
ÄIµZ¼�»X¯±¯

u, v ∈ V
Ù
u 6= v

É!ÊuÁ/ÀÂ¿K]»Z¿�Ç0Á�µ0¿�(;ÁS¬�»XÁ
(V, e)

ÀÂ¿
σ
²E¿SÇ�¶�¶�°ÁS¼SÀÂ½�¿SÀ±´4½(

σ(0̇) = 0̇
»X´4¸

ÁS¬R¹4¿
σ
ÀÂ¿�»~ÀÂ¿�µZ¶�µZ¼S¾º¬ºÀÂ¿S¶ ÄIµZ¼

(D,u)
ÉA�M°Á

{X,Y }
Ð��»�ÐºÀ±¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´pµXÄ

V
ÉA�M°Á

Xa = {v ∈ X : a = f(v)}»X´4¸
Ya = {v ∈ Y : a = αuσ(f(v))}

É�ô4µZ¼K»X¯±¯
u ∈ Xa

»X´4¸
b ∈ Yb

Ù
aub = f(u)uαuσ(f(v)) = e(u, v)

Ù
ÁS¬R¹4¿

{X,Y }
ÀÂ¿�»�ò�² Ü µZÀ±´MÉ

��´�ÁS¬4rµZÁS¬4°¼�¬�»X´4¸�Ùº¯Â°Á
(V, e)

Ð��»�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�g¿�¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

|V | ≥ 4
É

� � (ZÔ"� ØRÕ�ô4µZ¼�°ê@°¼SÇp¾�»XÀ±¼S®;ÀÂ¿��¸£ÀOì�°¼�°´RÁ
a, b, c, d ∈ V

Ù
e(c, d) = e(c, b) u e(a, d)−̇e(a, b)

É
�  5 5 !]Õ ��À±´4½(

(V, e)
ÀÂ¿�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸�Ù

{{a, c},−}
ÀÂ¿�»Qò�² Ü µZÀ±´MÉ�î�Ç 
�¼�µZ¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´�Þ�®�K¬�»]ê@8ÁS¬4�(Ë�¹�»X¯±À±ÁEÇ@É

� � (ZÔ"�ýß4Õ�ô4µZ¼�°ê@°¼SÇp¾�»XÀ±¼S®;ÀÂ¿��¸£ÀOì�°¼�°´RÁ
a, b, c ∈ V �

e(a, b) u e(b, c) u e(c, a) = e(b, a) u e(c, b) u e(a, c).

�  5 5 !]Õ �M°Á
d ∈ V \ {a, b, c}

É ð ¾º¾º¯±Ç�À±´ºÅ��8¯{»XÀ±¶Ø9Ù£®8rÅ@°Á �
e(d, a)−̇e(d, b) = e(c, a)−̇e(c, b)

e(d, b)−̇e(d, c) = e(a, b)−̇e(a, c)

e(d, c)−̇e(d, a) = e(b, c)−̇e(b, a).

«�¬R¹4¿

e(a, b) u e(b, c) u e(c, a) = e(b, a) u e(c, b) u e(a, c)

= σ(e(a, b)) u σ(e(b, c)) u σ(e(c, a)).

��»Z¿��Ø � |V | = 4
É�à�É ¯6É µºÉ Å

V = {a, b, c, d}
É �M°Á �

α = e(a, b) u e(b, c) u e(c, a)

f(a) = −̇e(b, c)

f(b) = −̇e(a, c)

f(c) = −̇e(b, a)−̇e(a, c) u e(c, a)

f(d) = e(d, a) u e(c, b)−̇α
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ôº¼�µZ¶ �8¯{»XÀ±¶ ß£Ù
σ(α) = α

É!àárÅ@°Á �
f(a) u σ(f(b)) u α = −̇e(b, c)−̇e(c, a) u e(a, b) u e(b, c) u e(c, a)

= e(a, b)

f(a) u σ(f(c)) u α = −̇e(b, c)−̇e(a, b)−̇e(c, a) u e(a, c) u e(a, b) u e(b, c) u e(c, a)

= e(a, c)

f(b) u σ(f(c)) u α = −̇e(a, c)−̇e(a, b)−̇e(c, a) u e(a, c) u e(a, b) u e(b, c) u e(c, a)

= e(b, c)

f(a) u σ(f(d)) u α = −̇e(b, c) u e(a, d) u e(b, c)−̇α u α

= e(a, d)

f(b) u σ(f(d)) u α = −̇e(a, c) u e(a, d) u e(b, c)−̇α u α

= e(b, d)
ÓGÐ�Ç �8¯{»XÀ±¶Ø ×

f(c) u σ(f(d)) u α = −̇e(b, a)−̇e(a, c) u e(c, a) u e(a, d) u e(b, c)−̇α u α

= e(a, d) u e(c, b)−̇e(a, b)
ÓGÐRÇ �8¯{»XÀ±¶ ß ×

= e(c, d)
ÓGÐ�Ç �8¯{»XÀ±¶ Ø9É ×

«�¬R¹4¿
f
»X´4¸

α
¬�»]ê@rÁS¬4r¼�(Ë�¹ºÀ±¼�(¸�¾º¼�µZ¾�°¼SÁEÇ@É

��»Z¿��ß � |V | > 4
ÉF�M°Á

v ∈ V
É

(V \ {v}, e)
ÀÂ¿~¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸Ò»X´4¸ÈÁS¬�¹4¿~ÁS¬4°¼��ÀÂ¿r»

f ′ : V \ {v} → D»X´4¸È»X´
α ∈ D

¿S¹4½�¬ÈÁS¬�»XÁ;ÄâµZ¼�»X¯±¯
u, v ∈ V \ {v}

Ù
e(u, v) = f ′(u) u σ(f ′(v)) u α

É:�M°Á
u 6= v

Ù »X´4¸�¯Â°Á
f¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ

f(w) = f ′(w)
ÀOÄ

x ∈ V \ {v}
»X´4¸

f(v) = e(v, u)−̇σ(f ′(u))−̇α
É

f(u) u σ(f(v)) u α = f ′(u) u e(u, v)−̇σ(σ(f ′(u)))−̇α u α

= e(u, v)

�M°Á
w ∈ V \ {u, v}

»X´4¸
x ∈ V \ {u, v, w}

É

f(w) u σ(f(v)) u α = f ′(w) u e(u, v)−̇σ(σ(f ′(u)))−̇α u α

= f ′(w)−̇f ′(u) u e(u, x) u e(w, v)−̇e(w, x)
ÓGÐRÇ �8¯{»XÀ±¶ Ø ×

= e(w, v) u f ′(w)−̇f ′(u) u f ′(u) u σ(f ′(x)) u α−̇f ′(w)−̇σ(f ′(x))−̇α

= e(w, v).

«�¬R¹4¿
f
»X´4¸

α
¬�»]ê@rÁS¬4r¼�(Ë�¹ºÀ±¼�(¸�¾º¼�µZ¾�°¼SÁEÇ@É
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� �!� ���
�7�d�+
>�	�:� �*� � ��� � � �<� ���+
 #
C��� � �� � 
E�
� � '71� 63"*('��������
	�������

(G = (V, e), u, v)+ ' � �7 *) »
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G = (V, e)
»X´4¸

u, v ∈ V
Ù
u 6= v� �! � �! *) »z´4µZ´ÈÁS¼SÀ±ê�À{»X¯�òQ² Ü µZÀ±´

{X,Y }
µXÄ

G
¿S¹4½�¬ÈÁS¬�»XÁ

u ∈ X
»X´4¸

v ∈ Y
Ù

µZ¼  �Qµ��~ÀÂ¿;ÁS¬4°¼�rÀÂ¿;´4µ�¿�¹4½�¬·ò�² Ü µZÀ±´
� (�� 3�'

f1(u) := 0̇
f2(v) := e(u, v)� *3, (�,L(+,.8

w ∈ V \ {u, v}
f1(w) := e(w, v)−̇e(u, v)
f2(w) := e(u,w)

Ef := {(w, t) : w, t ∈ V \ {u, v}
»X´4¸

f1(w) u f2(t) 6= e(w, t)}
Gf := (V \ {u, v}, Ef )3��

Gf

ÀÂ¿�¿SÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç�½(µZ´º´4(½°Á�(¸
*(�! � �!  �Qµ��

�  \&)(+,�� 35- (
� (� 

W
Ð��»�¿�ÁS¼�µZ´ºÅ9¯±Ç�½(µZ´º´4(½°Á�(¸Æ½(µZ¶�¾�µZ´4°´�Á�µXÄ

Gf¿S¹4½�¬�ÁS¬�»XÁ�ÁS¬4°¼�rÀÂ¿;´4µ�»X¼�½rÀ±´
Gf

ÄG¼�µZ¶
W

Á�µ
V \ W \ {u, v}*(�! � �! 

{{u} ∪ W,V \ {u} \ W}(&'�������������	���
�����

� ��� ���
�7�d�+
>�	�:� �*� ��� � 
�f��� � ��
��:
�� ���F� �� � 
�� ������� � 
	�<��
>��
��<�
� � '71� 63"*('� �!�"#%$'&��(�!�)

(G,P)+ ' � �7 *) »
2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G = (V, e)
»X´4¸È»z¾�»X¼SÁSÀ±ÁSÀÂµZ´

P
µXÄ

V� �! � �! *) »z¶�À±´ºÀ±¶�»X¯�ò�² Ü µZÀ±´�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
G� (�� 3�'

+ �
|P| = 1

 \& (�'
,�(� 6�),#'

({G}, ∅)� (� 
A,B ∈ P

Ù
a ∈ A

»X´4¸
b ∈ B+ �*��������	���
���

(G, a, b)
¼�°ÁS¹º¼S´4¿ E´4µ��  \&)(&'

P := {A ∪ B} ∪ (P \ {A,B}),�(� 6�),#'� �!�"#�$'&�
(+!�)
(G,P)� (� 

{X,Y }
Ð�~ÁS¬40ò�² Ü µZÀ±´�¼�°ÁS¹º¼S´4(¸�Ð�Ç �������
	�������

�Q(½(µZ¶�¾�µ9¿�
G
À±´�Á�µ

G1
»X´4¸

G2
ÐRÇ�ÁS¬40ò�² Ü µZÀ±´

{X,Y }
®;À±ÁS¬�¶�»X¼S³@°¼�ÁS¼SÀ±¾º¯Â°Á

(x, y, α)
P1 := {P ∈ P : P ⊆ X}
P2 := {P ∈ P : P ⊆ Y }
(D1,M1) :=

 �!�"#%$'&��(�!�)
(G1,P1)

(D2,M2) :=
 �!�"#%$'&��(�!�)

(G2,P2),�(4 6� , '
(D1 ∪ D2,M1 ∪ M2 ∪ (x, y, α))(&'����� *!,"-%$'&�
(+!�).�
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� � '71� 63"*('� �!�"#%$'&��(�!
(G)+ ' � �7 *) »

2
²E¿SÁS¼S¹4½°ÁS¹º¼�

G = (V, e)� �! � �! *) »z¶�À±´ºÀ±¶�»X¯�ò�² Ü µZÀ±´�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
G� (�� 3�'

P := {{v} : v ∈ V },�(4 6� , '  �!�"#%$ &,�(�!�)
(G,P)(&'����� *!,"-%$'&�
(+! �

� ��� ���
�7�d�+
>�	�:� �*� ��� � 
�f��� � ��������� ������� �  �)
�� � �����)� 
	�S��
C��

�<�
� � '71� 63"*('� �!�"#%$'&��(�! ����� � � ��� �

((D,M))+ ' � �7 *) »z¶�À±´ºÀ±¶�»X¯�ò�² Ü µZÀ±´�¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
� �! � �! *) »�¿�Á�»X´4¸4»X¼�¸Æò�² Ü µZÀ±´È¸º(½(µZ¶�¾�µ9¿�À±ÁSÀÂµZ´
� (�� 3�'
��*3, "%$�$

H ∈ D3��
H

¬�»Z¿��çº»Z½°ÁS¯±Ç
3
ê@°¼SÁSÀÂ½((¿  \& (�'

¶�»X¼S³
H

����������������������»X´4¸ ��� ��������Ù4»X´4¸�¿�°Á�»X´È»X¼SÐºÀ±ÁS¼�»X¼SÇ�¯±À±´4]»X¼�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅ�ÄIµZ¼
H��*3, "%$�$

(x, y, α) ∈ M$B(� 
H1 ∈ D

¬�»(ê+À±´ºÅ�ê@°¼SÁ��ç
x
Ù�»X´4¸ $B(4 

H2 ∈ D
¬�»(ê+À±´ºÅ�ê@°¼SÁ��ç

y½(µZ¶�¾º¹ºÁ�rÁS¬4g½(µZ¶�¾�µ9¿SÀ±ÁSÀÂµZ´
H

µXÄ
H1

»X´4¸
H23��

H
ÀÂ¿�¸º°Å@°´4°¼�»XÁ�(¸ÈµZ¼�¯±À±´4]»X¼  \& (�'

(D,M) := (D \ {H1,H2} ∪ {H},M \ {(x, y, α)}))¶�»X¼S³
H

����������������������µZ¼���� ��������Ù4»X´4¸�¿�°Á�ÁS¬4~¯±À±´4]»X¼�µZ¼�¸º°¼SÀ±´ºÅpµXÄ
H

ÀOÄ
H

ÀÂ¿ ��� ��� ���
,�(4 6� , '

(D,M)(&'����� *!,"-%$'&�
(+! ����� ��� ��� �
�
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