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Introduction

Ce travail porte sur la théorie des représentations ordinaires, c¢’est-a-dire
sur un corps algébriquement clos de caractéristique 0, des groupes de Lie
finis ou des groupes réductifs finis. Les exemples typiques sont les groupes
linéaires, unitaires, orthogonaux ou symplectiques sur un corps fini. La ri-
chesse de ce domaine découle du fait que 'on sort rapidement du cadre des
groupes finis pour utiliser des outils de géométrie algébrique. Effectivement,
la démarche consiste a travailler au niveau des groupes algébriques (définis
sur un corps algébriquement clos de caractéristique p > 0) et donc de dis-
poser de tout un arsenal de méthodes algébriques et géométriques puis d’en
déduire des résultats au niveau des groupes finis. C’est le point de vue dans
les travaux de référence sur ce sujet, en particulier, le livre de G. Lusztig [20].

Nous allons maintenant expliquer les principaux résultats de ce travail.
On supposera que le lecteur a une certaine familiarité avec la théorie des
groupes algébriques. Pour la plupart des notions élémentaires, on pourra se
reporter aux livres de R. W. Carter [3] et M. Geck [11].

Soit donc G un groupe connexe réductif défini sur un corps fini F, ou ¢
est une puissance d’un nombre premier p. Alors G¥' = {g € G| F(g) = g} est
un groupe fini ot ' : G — G est 'endomorphisme de Frobenius associé a
la structure F,-rationnelle de GG. Le probléme initial est d’établir la table des
caractéres ordinaires de G¥'. D’aprés les travaux de G. Lusztig [20], [24], on
a une classification des caractéres irréductibles, on connait leurs dimensions,
leurs valeurs sur les éléments semisimples et beaucoup d’autres choses. Dans
ce contexte, un des problémes les plus difficiles (et encore restant ouvert) est
la détermination des valeurs sur les éléments unipotents de G¥'. Par la suite,
G. Lusztig [22] a développé la théorie des faisceauz-caractéres qui fournit un
cadre dans lequel on peut attaquer le probléme de calculer toutes les valeurs
des caractéres. De facon générale, la thése est concernée par les restrictions
des caractéres et des faisceaux-caractéres aux éléments unipotents.
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Dans le cadre de la théorie développée par G. Lusztig, on peut associer
a chaque caractére (ou a chaque faisceau-caractére) une classe unipotente
de G : le support unipotent. D’une maniére informelle, c¢’est 'unique classe
unipotente de dimension maximale ou le caractére (ou le faisceau-caractére)
en question est non nul. Plus précisément, le but de la thése est donc d’étu-
dier la restriction d’un caractére (ou d’un faisceau-caractére) a son support
unipotent.

On aura encore besoin de quelques notations. Par la suite, on supposera
que le centre de GG est connexe et que p est “assez grand”. Soit G Tensemble
des faisceaux-caractéres sur G. Ce sont donc certains complexes (a quasi-
isomorphisme prés) de Q,-faisceaux constructibles G-équivariants sur G (ot
¢ est un nombre premier, ¢ # p). G. Lusztig [22] a donné une paramétrisation
de G qui ressemble a la paramétrisation des caractéres irréductibles donnée
dans son livre [20]. Tout d’abord, on a une partition naturelle

G = HGC avec  |Gel| < oo,
c

ol C' parcourt 'ensemble des classes dites “spéciales” dans le groupe dual G*
de G. La définition des classes “spéciales” implique, entre autres, la corres-
pondance de Springer. Ensuite, fixons une classe spéciale C' de G*. Alors G.
Lusztig a associé a C' un certain groupe fini G¢ tel que 'on a une bijection

~

G —— M(Ge)

ou M(Ge) est Pensemble de toutes les paires (z,0) on z est un élément de
Gc, modulo conjugaison, et o est un caractére irréductible du centralisateur
de x dans G¢.

Dans le cadre de cette paramétrisation, on peut maintenant donner une
définition précise du support unipotent. Etant donnée une classe spéciale C'
dans G*, il existe une unique classe unipotente O = O(C') dans G avec les
propriétés suivantes :

(a) Tl existe un A € Ge tel que Alo # 0.

(b) Soit A € G¢ et O une classe unipotente de G telle que A|or # 0. Alors
on a dimO’ < dimO ou O’ = O.

On pourra trouver cela dans [25, théoréme 10.7|, et aussi dans les re-
marques dans |9, paragraphe 4.3].
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On dira que O est le support unipotent des faisceaux-caractéres de Ge.
Ainsi, on obtient une application

O : {C| C classe spéciale dans G*} — {O | O classe unipotente dans G}

On dira qu’une classe C' de G* est isolée si le centralisateur de la partie
semisimple d’un élément dans C' n’est pas contenu dans un sous groupe de
Levi d’un sous groupe parabolique propre de G*. Cette définition apparait
dans [21, paragraphe 2.6].

Maintenant on a tous les ingrédients pour formuler les résultats suivants :

Théoréme A Soit G un groupe conneze réductif de centre Z(G) conneze.
Supposons que G/Z(G) soit simple et que la caractéristique avec laquelle
on travaille soit bonne pour G. Soit C' une classe isolée et spéciale de G*
et O = Og(C) le support unipotent des faisceauz-caractéres dans Ge. On
Suppose que

Go ~ Cq(u)/Cq(u)° ot u € O. ()
Soit Xe¢ = {A € Ge, Alo # 0}. Alors Uapplication A — Alo définit
une bijection entre X¢o et l'ensemble des systémes locaux irréductibles et G-
équivariants sur O.

Un résultat de ce type a été énoncé par G. Lusztig |23, paragraphe 1.6],
mais sans tenir compte de hypothése (k). Le fait qu’il faut ajouter cette hy-
pothése a été formulée explicitement par M. Geck [9], suivant une suggestion
de G. Lusztig. Dans [23], G. Lusztig donne une preuve du théoréme A pour
un groupe G de type B, (dans ce cas, la conclusion du théoréme est vraie
sans 'hypothése (x)). D’aprés M. Geck [9], la démonstration du théoréme
se réduit & la démonstration de certaines propriétés de la correspondance de
Springer. Nous allons donc établir ces propriétés, en utilisant la connaissance
explicite de la correspondance de Springer pour tous les groupes réductifs
connexes.

Ensuite, nous montrons le résultat suivant qui sera important pour les
applications aux groupes réductifs finis.

Théoréme B Soit G un groupe connexe réductif de centre Z(G) conneze.
Supposons que G/Z(G) soit simple et que la caractéristique avec laquelle on
travaille soit bonne pour G. Supposons que G /Z(G) soit simple. Soit O une
classe unipotente de G. Alors il existe une classe spéciale et isolée C' dans
G* telle que O = O (C) et telle que Uhypothése (x) soit satisfaite. En plus,
st O est F-stable, alors C' peut étre choisie F-stable également.

7
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Comme application, on va pouvoir démontrer une conjecture de Kawa-
naka concernant les caractéres de Gelfand-Graev généralisés de G, A chaque
classe unipotente du groupe fini G, N. Kawanaka [16] associe un certain ca-
ractére, que ’on appelle caractére de Gelfand-Graev généralisé, qui est induit
d’un caractére irréductible d’un certain sous groupe unipotent de G*. Par
définition, les caractéres de Gelfand-Graev généralisés ont des valeurs non
nulles seulement sur les éléments unipotents de G¥'. D’aprés les travaux de
N. Kawanaka [17] et G. Lusztig [25], on sait que ces caractéres sont inti-
mement liés & la géométrie de la variété unipotente de G. Ici, on montre le
résultat suivant :

Théoréme C (conjecture de Kawanaka [17]) Soit G un groupe connexe
réductif de centre Z(G) connexe défini sur IF, avec ¢ = p™. Supposons que
la caractéristique p et q soient suffisamment grands. Alors les caractéres de
Gelfand-Graev généralisés forment une base du Z-module des caractéres gé-
néralisés de G¥' & support unipotent.

Le principal point de départ de ce travail est l'article [9] de M. Geck ou
on trouve une stratégie pour la démonstration du théoréme A. Cette straté-
gie implique I'introduction d’un certain invariant des caractéres irréductibles
d’un groupe de Weyl fini. D’aprés les travaux de G. Lusztig [18] et [20], on
connait déja les “a-invariants” (définis en utilisant les degrés génériques des
algébres de Hecke associées) et les “b-invariants” (définis en utilisant la théorie
classique des invariants des groupes finis). Ici, on va étudier les “d-invariants”
introduits par M. Geck [9] ; leur définition s’appuie sur la correspondance de
Springer et donc les d-invariants ne dépendent pas seulement du groupe de
Weyl mais du systéme de racines.

Dans le chapitre 1, on donne la définition de ces d-invariants, on les ex-
plicite pour tous les groupes de Weyl finis, et on explique la relation avec les
a-invariants et les b-invariants. En particulier, pour les types classiques A,,,
B,, C, et D,, on obtient des formules explicites et combinatoires en utilisant
les symboles de G. Lusztig [21]. Pour les types exceptionnels Gy, Fy, Fg, E7
et Eg, on fournit des tables explicites avec les d-invariants.

Le chapitre 2 est de nature préparatoire. Il contient des résultats sur
I'induction des caractéres dans les groupes de Weyl et la compatibilité avec
les d-invariants. Ces résultats entrent dans la démonstration du théoréme A.

Dans le chapitre 3, nous nous proposons de démontrer le théoréme A.
Comme on l'a déja mentionné, d’aprés M. Geck [9], la démonstration se

8
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réduit a la démonstration d’une propriété de la correspondance de Springer,
impliquant le d-invariant des caractéres des groupes de Weyl et I'induction des
caractéres. On établit ces propriétés en utilisant les résultats combinatoires
du chapitre 2 et des calculs explicites en CHEVIE [12] sous GAP pour les groupes
exceptionnels.

Les chapitres 4 et 5 sont concernés par la démonstration du théoréme B.
En utilisant la classification des classes unipotentes, nous pouvons décrire
explicitement, pour toute classe unipotente O de G, une classe spéciale et
isolée C' dans G* telle que O = ®g(C) et telle que hypothése () soit
satisfaite. Ensuite nous vérifions que, si O est F-stable, alors la classe C
proposée 'est aussi.

Enfin, le chapitre 6 contient les applications aux groupes réductifs finis,
notamment le théoréme C. Pour cela, on utilise aussi les résultats de T. Shoji
[30] et [31] qui expriment les caractéres irréductibles de G* explicitement
comme combinaisons linéaires des fonctions caractéristiques des faisceaux-
caractéres F-stables sur G.



10
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CHAPITRE 1. DIVERS INVARIANTS D'UN CARACTERE D'UN GROUPE DE WEYL
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L’objectif de ce chapitre est d’introduire et d’étudier différents invariants
pour un caractére irréductible d’'un groupe de Weyl. Les définitions de ces
invariants nécessitent un cadre plus large que celui des groupes de Weyl, par
exemple, il nous faut parler des algébres de Hecke et des groupes algébriques.
Le but de ce chapitre est de donner des formules explicites et combinatoires
de ces divers invariants.

1.1 Introduction

Soit W un groupe de Weyl . On s’intéresse a plusieurs invariants qui
peuvent étre associés aux caractéres irréductibles de W. On notera Irr(WW)
I’ensemble des caracteres irréductibles de W. Dans la théorie de G. Lusztig
[20, chapitre 4], il est déja introduit deux invariants : le a-invariant, défini en
utilisant les degrés génériques des algebres de Hecke correspondantes, et le
b-invariant, défini en utilisant les puissances symétriques de la représentation
naturelle de W. Ainsi, pour tout £ € Irr(W), on dispose de deux entiers
a(E) et b(E). On pourra aussi se reporter a [14, paragraphe 6.5].

G. Lusztig a observé que 'on a toujours a(E) < b(F). Lorsque 'on a
I'égalité, on dira que E est une représentation spéciale (|20, chapitre 4] et [3,
chapitre 11]).

D’aprés |20, chapitre 4|, on peut partitionner Irr(W) en familles et 'on
peut, & chaque famille F, associer un groupe fini Gz. Il s’agit d’'un autre
invariant que 'on peut associer & F € F C Irr(W).

Jusqu’a présent, les invariants introduits appartiennent a la théorie des
groupes de Weyl et des algeébres de Hecke dans le cas de a, maintenant nous
allons présenter deux autres invariants pour un caractére irréductible de W
qui appartiennent & la théorie des groupes algébriques. Ceci introduit en
particulier une différence entre le type B, et (), que nous n’avions pas jus-
qu’a présent. La liaison entre groupe de Weyl et groupe algébrique nous
permettant de définir ces deux nouveaux invariants est la correspondance de
Springer.

Soit G’ un groupe réductif connexe de centre Z(G) connexe. On suppose
aussi que la caractéristique avec laquelle on travaille est bonne pour G, c¢’est-

14
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1.1. Introduction

a-dire qu’elle est bonne pour tous les facteurs simples de G, ce qui se résume
par :

A, : pas de condition,
B, C., D, : p# 2,
Gy, Fy, Eg, E7 : p# 2,3,
Es : p#23,5.

Soient T un tore maximal fixé de G et W = Ng(T)/T le groupe de Weyl
de G. La correspondance de Springer associe & chaque E € Irr(W) une paire
(O,%) ot O est une classe unipotente de G et ¥ un caractére irréductible du
groupe fini A(u) = Cg(u)/Cq(u)® avec u € O. Ceci nous permet d’introduire
deux nouveaux invariants pour E, le groupe fini A(u) et d(£) = dim B, ou
B, est la variété projective des sous groupes de Borel de G contenant u.

Notons un premier résultat situant les invariants a, d et b.

Proposition 1.1 Soit £ € Irr(W). Alors on a a(EF) < d(E) < b(E).

Voir |25, corollaire 10.9] pour la premiére inégalité et |33, paragraphe 1.1]
pour la seconde.

Dans ce travail, nous allons nous intéresser plus particuliérement aux
invariants a, b, Gz, A(u) et d d’un caractére E € Irr(W) avec F et u dé-
finis comme précédemment. Nous souhaitons donner, dans ce chapitre, des
formules explicites et combinatoires de ces invariants, formules qui seront
utilisées par la suite.

Toutes les données introduites ci-dessus sont explicitement connues : le a-
invariant, le b-invariant, le groupe A(u), le groupe G et la correspondance de
Springer. A partir de 1a, nous allons exploiter tout cela de fagon combinatoire
afin d’obtenir des formules. Pour ce faire, nous allons utiliser les symboles,
introduits par G. Lusztig. Pour avoir des informations générales concernant
les caractéres des groupes de Weyl finis, on pourra se reporter a [14].

Pour l'étude de ces invariants, on va se limiter aux cas ou G/Z(G) est
simple a l'aide de la remarque suivante :

Remarque 1.2 Si GG est le produit de groupes algébriques irréductibles
Gy X --- x Gy, alors W est le produit des groupes de Weyl W x - - - x Wy. On
a alors qu’une représentation irréductible £/ de W est le produit de représen-
tations irréductibles des W, : £ = E1 X ---X E, ou E; est une représentation

15
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CHAPITRE 1. DIVERS INVARIANTS D'UN CARACTERE D'UN GROUPE DE WEYL

irréductible de W; et une famille F de représentations irréductibles de W est
le produit de familles F,. .. ,F, de représentations irréductibles de Wy,. .. Wy
et Gr =Gr, XX Ggr . Onab(E) => b(E;), a(E) => a(FE;) et E est une
représentation spéciale si et seulement si toutes les E; sont des représenta-
tions spéciales. Si O est une classe unipotente de G, O = O x - - - x Oy, avec O;
classe unipotente de G;, dim B, = > dim B,, et A(u) = A(uy) x -+ x A(uy)
siu = (uy,...,u;) et la correspondance de Springer est triviale vis-a-vis du
produit, c’est-a-dire composante par composante.

Ainsi, dans toute la suite, G sera un groupe réductif connexe tel que
G/Z(G) est simple. Nous présentons donc les diagrammes de Dynkin des
groupes algébriques simples.

Table 1.3 Diagrammes de Dynkin

A 1 2 3 n—1 B 1 2 3 n
n-1 e—e—e— - - - —@ n < —e— —o
n>2 n>2

1
D, . o ... 4 Co e=o o ... 4
n>4 n>2

2 E613456

1 2
Gy e Fod253 4 Iz
E- 1 3 4 5 6 7 E81345678

2 2

La numérotation des sommets correspond a celle de CHEVIE [12|. Dans
tout ce travail, nous utiliserons toujours ces numérotations des sommets.

Enfin, hormis dans le paragraphe 1.8 olt nous nous intéresserons aux
groupes exceptionnels, nous supposerons dans tout ce chapitre que G est
un groupe classique.

Notons & nouveau que tous les groupes algébriques considérés dans ce
chapitre sont de centre connexe. Alors, comme cela est exprimé dans le co-
rollaire 6.3, les groupes A(u) sont identiques au cas ot G est de type adjoint.
Si le centre de G n’est pas connexe, les groupes A(u) peuvent étre changés
[3, paragraphe 13.1].

16
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1.2. Notations pour les partitions

1.2 Notations pour les partitions

Dans toute la suite, on appelle a partition de n toute suite finie d’entiers
naturels o = (a; < --- < ) avec o + - - - + ag = n. Notons que, dans cette
définition, k n’est pas unique car on autorise le rajout de 0. D’un point de
vue rigoureux, une partition de n est une classe d’équivalence de suites finies
d’entiers naturels de somme n sous la relation “ajouter des 0.

On note, pour une telle partition, |a| = n. Par ailleurs, on notera &
I'unique partition de 0.

Soient deux partitions a = (a1 < --- < ) et A = (A < -0 < Nyp)
(quitte a rajouter des 0, on peut supposer qu’elles ont le méme nombre de
parts). On définit la somme de a et A comme la partition de |a|+|A|, a+ X =
(a1 + A <o <o+ Ag).

On munit I'ensemble des partitions de n de 'ordre partiel usuel (ordre de
dominance) |26, paragraphe 1.9 du chapitre 1] : si o = (a; < -+ < ) et
B = (P <--- <) sont des partitions de n (quitte a rajouter des zéros, on
peut supposer qu’elles ont méme longueur), on dit que o < 3 si,

k k
Zai < Zﬁi pour tout j € {1,...,k}.
i=j

=7

On définit, pour une partition « = (ag < -+ < ay,), la fonction suivante
[26, formule 1.5 du chapitre 1] :

k

n(a) = Z min(oy, ;) = Z(k‘ — i)y

1<j<i<k i=1

On a alors les propriétés suivantes :
(a) n est additive : n(a + ) = n(a) + n(f).

(b) n est strictement décroissante : v < A implique n(\) < n(a) avec égalité
si et seulement si @ = A.

Pour tout cela, on pourra se reporter a [14, chapitre 5| et [26, paragraphe
1 du chapitre 1].
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1.3 G de type A,

Soit GG un groupe réductif connexe de type A, _; de centre connexe. Soit
W son groupe de Weyl.

W est donc isomorphe & &,,. Les représentations irréductibles de WW sont
paramétrées par les partitions de n. Par exemple, le caractére trivial corres-
pond a la partition (n) et le caractére signe a la partition (1...1).

Par ailleurs, les classes unipotentes de G sont également paramétrées par
les partitions de n.

Avec [20, paragraphe 4.4] et |3, paragraphe 13.1], on a les résultats sui-
vants :

Proposition 1.4 Avec les notations précédentes, soit E une représentation
irréductible de W, paramétrée par a = (a; < --- < ), partition de n.

(a) Alors E est spéciale et

a(E) = b(E) = d(E) = n(a)
(b) Notant F la famille de Irv(W) contenant E, on a

(c¢) La classe unipotente associée & E wia la correspondance de Springer est
paramétrée par la partition o

(d) Si u est un élément de la classe unipotente associée 4 E via la corres-
pondance de Springer alors

Alu) = {1}

Ceci termine le cas G de type A, _1.
A partir de maintenant et jusqu’a mention explicite du contraire, nous
supposerons que G est un groupe classique de type B, C,, ou D,.

1.4 Symboles et combinatoire

L’objectif de cette section purement combinatoire est d’introduire for-
mellement les symboles : ce sont des outils primordiaux pour notre sujet et
notamment pour les formules des différents invariants.

18
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1.4.1 Une relation d’équivalence

Avant de définir les symboles, introduisons une relation d’équivalence qui
sera utilisée dans toute la suite de ce travail.

Définition 1.5 Soit Z un ensemble fini de naturels. On définit, sur Z, la
relation d’équivalence suivante ~ : a ~ b avec a, b € Z si et seulement si
a<betilexiste ke Netaq; € Z,0<i1< kavecag=a,a, =a-+ieta,=20b
ousib<aetilexiste keNeta, € Z,0<i<kavecayg=0>b,a; =b+1et
ap = a.

Exemple 1.6 Si Z = {0,1,3,4,5,6,8,10, 13,14, 15} alors les classes d’équi-
valence sur Z de la relation ~ sont : {0, 1}, {3,4,5,6}, {8}, {10} et {13,14, 15}

1.4.2 Symboles

Présentons maintenant les symboles, introduits par G. Lusztig, en repre-
nant la présentation de I'article [13] de M. Geck et G. Malle.

Soient n, r et s des entiers naturels et e € {0,1}. On pose 7;36 I’ensemble
des paires ordonnées (A, B) de suites finies d’entiers A = (aq,...,Gmie) €t
B = (by,...,by) avec
(a) a; —a;_1 >r+spour 1 <i<m+e,
(

b) b; —bi—y > r+spour 1 <i<m,

(C) bl 2 S,
m+e m

(d) Zai+zbi =n+rm(m+e—1)+ sm(m—+e).
i=1 i=1

On notera (A, B) de la fagon suivante :

aq a9 as P (07 Am4-1 . o

( b by . b1 b ) se=1
a; az as ... Qm—1 Qm . .

<b1 by by ... b bm> sie=0

Ily a, sur X une opération de shift 7;;1 — 721 définie par

n,e’
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(A,B) — ((0,a1 +7+S8,...,amye +7+5), (s,01 +7+58,..., 0 +7+5))

On note le quotient de 7;1 par ce shift X»? et les éléments de X7 sont
appelés symboles et seront notés par leurs représentants (A, B).

Remarque 1.7 Comme on ne travaillera toujours qu’avec un nombre fini
de symboles, on pourra toujours choisir dans X, ne modulo ce shift des re-
présentants qui ont toujours la méme longueur, c’est-a-dire avec toujours le
méme m. On choisit donc une fois pour toutes m trés grand (par exemple,
dans les cas G de type B, C,, et D,, on peut prendre m = 2n + 1) et donc
on confondra, dans toute la suite, un symbole avec son représentant dont la

seconde ligne est de longueur m.

L’ensemble X7 0. consiste en un seul élément A” :si e = 0 alors A00 =
(=, —);sie=1 alors Ay = ((0), —).

Il y a aussi une addition X% x X;izl — X:jr:t s:s définie comme ’ad-
dition composante par composante de représentants de méme longueur.

Un élément A = (A, B) est dit distingué si a1 < by < ay < -+ < by,
(et by < @my1 si e = 1) Le sous ensemble de X% des symboles distingués
est noté D]}, Deux symboles sont dits semblables si les suites ordonnées des
entrées de deux de leurs représentants coincident. Ainsi, pour tout symbole

A € X%, il existe un unique symbole D(A) dans D)% qui est semblable & A.

n,e?’

Finalement, si s = 0, on note Y,/ le quotient de Xn0 par 'opération
d’échange des deux lignes d’un symbole. Les symboles invariants par ’échange
des deux lignes sont dits dégénérés et seront comptés deux fois. (A, B) est
dit distingué si (A, B) ou (B, A) lest au sens précédent, en particulier, tout
symbole dégeénéré est distingué. On écrit Y,7; pour X;’g. On notera Dy, , les
éléments distingués de Y, .

1.4.3 Applications

On définit maintenant diverses applications :

Définition 1.8 On déﬁnit ¢1 bijection de X} = Y0, dans X} = V;!| par

¢1la, B] = (v, )
Sia=(a <- < am+1) et 5= (0 < - < fBn), alors ¢1]a, [] vaut :
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(o ar+l az+2 . g tm
9251[04’5]—( B B+l ... ﬁm+(mi1) )

On définit ¢y bijection de Y% dans Y;}y par ¢ola, 8] = (o, 8) + Agl.
Sia=(a; < <ay)et f= (0 < < Bn), alors ¢pla, ] vaut :

(o e+l as+2 ... am+(m—1)
%[06,5]—(@ Bo+1 Bs+2 ... ﬁm+(m—1))

Ces applications sont adaptées pour I'étude des caractéres spéciaux et
pour le calcul des invariants a, b et Gr.

Définition 1.9 On définit 5 bijection de X, = V,?; dans X) = Y}, par
1?13[‘% 6] = (Oé, ﬁ) + Agz(l)

Sta=(a; < - <ap1) et f=(01 <--- < [y), alors Yp[a, §] vaut :

(o a+2 az+4 Qa1 + 2m
wﬂmﬁ“‘< B B2 . fmt2m—1)
On définit ¢ bijection de Xg:(l) =Y, dans Xﬂ par Yeola, 5] = (a, 5) +
Agy.
Sia= (a1 < - <ampr) et f= (61 <+ < Bn), alors Yoo, f] vaut :
. (0%} &2+2 Oé3—|—4 am+1+2m
¢C[O‘7ﬁ]_< Gi+1 (Bo4+3 ... Bnt+2m-—1 )

On définit ¢p bijection de Y% dans Y;2; par ¢pla, 8] = (a, B) + Ajp.
Sta=(a; < <ay)et f=(0 << Bn), alors Ypla, ] vaut :

(o ar+2 az+4 ... a,+2(m—1)
WMﬂ_(ﬁ1&+2%+4u-@ﬁﬂm—D)

Ces applications sont adaptées pour 1’étude explicite de la correspondance
de Springer et donc pour le calcul des invariants d et A(u).

1.4.4 Ordre partiel sur les symboles

Définition 1.10 Soient A et A’ deux éléments de X)'3. Soient (A, B) et
(A’, B') des représentants respectifs de A et A" avec B et B’ de méme longueur
m.
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Onmote A = (a1 < ay <~ < ), A = () < ay < - < )
B=(b<by<---<by,)et B'= (¥ <by<---<V)
On dit que A’ < A si et seulement si les deux conditions suivantes sont

réalisées :
m+e m+e m+e m+e

e pour tout j € {1,...,m+e}, Zaé < Zai et Zag = Zai.
i=j i=j i=1 i=1
m m m m
e pour tout j € {1,...,m}, Zb; < Zbi et Zb; = Zbi'
i=j i=j i=1 i=1

Remarque 1.11 Si «, 3, A et p sont des partitions avec v < A et § < p (ce
qUi équivaUt a [Oé7ﬁ] = [)"M]) alors ¢1[@75] = ¢1[A,M], ¢0[a75] = ¢0[)‘7M]7
¢B[avﬂ] = 1/)13[)\7#]7 1/’0[0475] = ¢CP‘)M] et ¢D[a7ﬁ] = 1/]D[)‘7/1’]

1.5 G de type B,

Soit, G un groupe réductif connexe de type B, de centre connexe. Soit W
son groupe de Weyl.

On rappelle que les représentations irréductibles de W, groupe de Weyl
irréductible, sont paramétrées par les paires de partitions [«, ] avec |a| +
|| = n, paires ordonnées |27, paragraphe 1.1].

Par exemple, la représentation triviale est paramétrée par [n,d] et la
représentation signe par [&,1...1].

Ainsi, comme on peut toujours rajouter des zéros a une partition, on a

(W) = Xp) = Y2,.

1.5.1 Les invariants ap, bp et Gr

On rappelle ici plusieurs résultats de |3, paragraphe 11.4], |20, paragraphe
4.5] et [14].

Soit [a, 8] € Irr(W).

Le b-invariant est donné par la formule suivante :

bela, B8] = 2n(a) + 2n(B3) + |F]

On associe & [a, ] le symbole ¢1[a, 5] qui vaut, si o = (g < -+ < 1)

et f= (01 < < Bm),
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¢1[a,ﬁ]:(a1ﬁla2+1 as + 2 04m+1+m)

Bot+1l ... fBn+(m—1)

Le a-invariant est donné par la formule suivante

(m—1)4m +1)
6

aplo, f) = Y min(e,) -
{e,c'}

ou {c, ¢} décrit tous les ensembles & deux éléments de la suite des entrées

de ¢1[a, B].
On en déduit :

[a, B3] spécial <= ¢1[e, B] distingué

Par ailleurs, on peut associer a la famille F de représentations irréduc-
tibles de W contenant [« 3] le groupe fini Gr. Notons F la famille de Irr(17)
contenant [«, 3]. Alors, notant Z I'ensemble des entrées de ¢q[a, §] n’appa-
raissant qu’une seule fois (¢’est-a-dire dans une et une seule des deux lignes
du symbole), on a

Zl—1
Gr ~ 6,720 avec fgla, f] = %

1.5.2 Les invariants dp et A(u)

On rappelle que G est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type B,.

Tout d’abord, pour [«, 5] € Trr(W), on associe a [«, 3] le symbole ¥ g[a, ]
qui vaut, sia = (g < - < aper) et = (61 < -+ < Bm)s

_ aq 062—|—2 043—|—4 Cle—l—Zm
Valen Bl = < B Bat+2 ... ﬁm+2(m+_ 1) )

Ainsi, on a Y2 = {¢pla, 8], [o, 8] € Irr(W)}.

Les classes unipotentes X de G sont paramétrées par les partitions de
2n + 1 telles que le nombre de parts d’une longueur paire non nulle donnée
est pair (voir |3, paragraphe 13.1] ou [32, paragraphe 2.5]).

Par la correspondance de Springer, on a une bijection Sprg de X dans
Di’g CY? = Xij(l] donnée par la construction suivante (voir [13]).
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SiA= (N <--- < \), avec Ay > 0, est une partition paramétrant une
classe de conjugaison de G, on partitionne la suite (Aq,...,A,) en blocs de
longueur 1 ou 2 tel que tous les \; impairs sont dans un bloc de longueur 1
et tous les \; pairs sont dans un bloc de longueur 2.

On pose alors :

Ai—1

2
i by , .
ci:ciJrl:?—l-i—l:TH—l—z—l si {\;, A\i+1} est un bloc

C = +i—1 si {\;} est un bloc

Soit s I'unique symbole de DZ’E ayant pour entrées les ¢;. On pose alors
Spry(A) = s. Enfin ¢35 (s) € Irr(W).

Par ailleurs, si [/, 3] € Irr(W), on fait correspondre a [o/, 3], Sprg'(s)
ol s est I'unique symbole distingué semblable a ¥g[a/, #']. Ainsi on a une
correspondance entre X et Xﬁ:(l) quotienté par la relation d’équivalence “étre
semblable”, c’est-a-dire [« 5] et [o/, '] € Irr(W) correspondent a la méme
classe unipotente par la correspondance de Springer si et seulement si ¥ g, ]
et Ypla’, B'] sont semblables.

Exemple 1.12 Posons n = 16. Si A = (1,1,1,2,2,3,3,4,4,5,7), alors
0o 2 4 7 9 13
SWBM):( 1 4 6 9 1 )
Y5 (Spre())) = [000113,12233)

Proposition 1.13 Si \ est une partition correspondant a la classe de conju-
gaison de u dans G, alors A(u) ~ Sy72MW | og 25(U) = Nimpair — 1 QVEC Nimpair
est égal au nombre de \; impairs distincts.

Voir |3, paragraphe 13.1].
Via la bijection Sprg, on pose, si [a, ] € Irr(W), zgla, 5] = z5(0) ou
O est la classe unipotente associée a I'unique symbole distingué semblable a

¢B[avﬂ]'

Corollaire 1.14 Si [a, 5] € Irr(W), alors, on a
zpla, Bl =2/ ~ | =1
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Z est Uensemble des entrées de Vgla, 5] n'apparaissant qu’une seule fois.

La relation d’équivalence ~ sur Z est définie a la définition 1.5. On rap-
pelle que a ~ b si a < b et il eriste k e Neta; € Z,0 <1<k avec ayg = a,
a;=a+1ietay=0bousib<aetilervistekceNeta, € Z,0<1<Fk avec
ap=0"b,a; =b+1 el ar = a.

Démonstration

Il suffit d’utiliser la proposition 1.13 et le systéeme définissant Sprg.

Expliquons briévement cela.

Effectivement, les \; pairs (qui appartiennent tous a des blocs de longueur
2) donnent des entrées qui se répétent dans A.

Un ensemble de \; impairs égaux (dont chacun donne une entrée qui ne
se répéte pas dans A) donne quant a lui une classe d’équivalence de Z donc
1Z/ ~ | = Nimpair-

O

Exemple 1.15 Dans le cadre de I'exemple précédent, connaissant A\, on a
directement zp = 3. Sinon avec le symbole, Z peut s’écrire comme union de
ses classes d’équivalence : Z = {0,1,2} U {6,7} U {11} U {13} et l'on trouve
le méme résultat.

Proposition 1.16 Soit [a, 5] € Irr(W) alors

—-1)(4 1
dsla, B = 37 min(e, ) — Tm = Dlm + 1)
3
{e.c'}
ot {c, '} déerit tous les ensembles o deux éléments de la suite des entrées

de wB [Oé, ﬁ] :
Voir 13, proposition 2.23|.

Exemple 1.17 Si G est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type By, on a :

Caractére
de W ag dp bp Spécial Gr A(u)
2, 2] 0o 0 0 oui 1 1
[11, @] 1 1 2 non 62 62
[1, 1] 1 1 1 oui 62 62
(2, 2] 1 2 2 non Gy 1
©,11] 4 4 4  ou 1 1
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Exemple 1.18 Si GG est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type B3, on a:

Caractére
de W ap dB bB Spécial g]: A(u)
3, 2] 0 0 0 oui 1 1
[12, @] 1 1 2 non 62 62
[111, @] 4 4 6 non 62 62
[2, 1] 1 1 1 oui 62 62
11,11 3 3 3  oui 1 1
1,2] 2 2 2 oui 1 S,
1,11 4 4 4  oui 6, 6,
[@, 3] 1 2 3 non 62 62
(@, 12] 4 5 5 non G, 1
@111 9 9 9 oui 1 1

1.6 G de type C),

Soit G un groupe réductif connexe de type C,, de centre connexe. Soit W
son groupe de Weyl.

On rappelle que les représentations irréductibles de W, groupe de Weyl
irréductible, sont paramétrées par les paires de partitions [«, 3] avec |a| +
|| = n, paires ordonnées |27, paragraphe 1.1].

Par exemple, la représentation triviale est paramétrée par [n,d] et la
représentation signe par [&,1...1].

Ainsi, comme on peut toujours rajouter des zéros a4 une partition, on a
(W) ~ X = Y2,.

n,l

1.6.1 Les invariants ac, bc et Gr

Pour ces invariants, il n’y a pas de différence entre les types B, et C),, on
pourra donc se reporter au paragraphe 1.5.1 : a¢c = ap, bo = bg et fo = fB.

1.6.2 Les invariants d¢ et A(u)

Tout d’abord, pour [, §] € Irr(W), on associe a [«, 5] le symbole ¢ [a, ]
qui vaut, sia = (a; <+ < apy1) et = (81 <+ < Bn),
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. (07] CY2+2 043—|—4 am+1+2m
%[O"ﬁ]_( Bi+1 Ba+3 ... Bu+2m-—1

Ainsi, on a Xﬁ = {¢Ycla, 5], o, 5] € Irr(W)}.

Les classes unipotentes X de G sont paramétrées par les partitions de
2n telles que le nombre de parts d’une longueur impaire donnée est pair (voir
[3, paragraphe 13.1] ou [32, paragraphe 2.5]).

Par la correspondance de Springer, on a une bijection Spro de X dans
Dill C Xﬂ donnée par la construction suivante (voir [13]).

Si A = (A < - < )\) est une partition paramétrant une classe de
conjugaison de G, quitte a rajouter & A un zéro, on peut supposer r impair.
On partitionne la suite (Ay,...,A.) en blocs de longueur 1 ou 2 tel que tous
les \; pairs sont dans un bloc de longueur 1 et tous les \; impairs sont dans
un bloc de longueur 2.

On pose alors :

Ao )
6= +i—1 si {\;} est un bloc
A +1 A 1. .
Ci = Cip1 = + —l—i—l:i—i—z—l si {A;, i1} est un bloc

Soit s I'unique symbole de D,ll’j ayant pour entrées les ¢;. On pose alors
Spre(\) = s. Enfin ¢5'(s) € Irr(W).

Par ailleurs, si [/, '] € Irr(W), on fait correspondre a [o/, 3], Sprot(s)
ol s est I'unique symbole distingué semblable & ¢[a/, F']. Ainsi on a une
correspondance entre X et Xﬁ quotienté par la relation d’équivalence “étre
semblable”, c¢’est-a-dire [o, 3] et [/, F'] € Irr(W) correspondent a la méme
classe unipotente par la correspondance de Springer si et seulement si ¢ [, (]
et Yo[d/, '] sont semblables.

Exemple 1.19 Posons n =12. Si A = (0,1,1,1,1,2,2,3,3,4,6), alors
0o 2 4 7 9 13
Sprcw_( 2 4 6 9 1 )
Vet (Spre(A)) = [000113,11122)
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Proposition 1.20 Si A est une partition correspondant a la classe de conju-
gaison de u dans G, alors A(u) ~ G5 | 0i 20(u) = Npasr — dc(u) avec :
® Npgir €8t €gal au nombre de \; pairs non nuls distincts.
e dc(u) vaut 1 s’l existe une longueur k paire non nulle telle que le
nombre de parts de X\ valant k est impair et 0 sinon.

Voir [3, paragraphe 13.1].
Via la bijection Spre, on pose, si [a, 8] € Irr(W), zola, 5] = 2¢(0) on
O est la classe unipotente associée a I'unique symbole distingué semblable a

Yela, F].

Corollaire 1.21 Soit [«, 5] € Trr(W). Quitte a appliquer le shift, on peut
supposer que la premiére ligne de (o, B] commence par 0. Alors on a

zela, B] = Z) ~ | = dc(Spredela, B]) — 1

Z est l'ensemble des entrées de Vc|a, 5] n'apparaissant qu’une seule fois.
La relation d’équivalence ~ sur Z est définie a la définition 1.5. On rap-
pelle que a ~ b sia <betil eriste k € Neta, € Z,0<1<k avec ayg = a,
a;=a+1etay=>0bousib<aetilexristekeNeta,€Z,0<1<k avec
ag=>b,a;,=b+1 et a, = a.
Remarquons que do(Spri'vela, B]) = 0 si et seulement si toutes les
classes d’équivalence sur Z, autres que la classe de 0, sont de cardinal pair.

Démonstration

Il suffit d’utiliser la proposition 1.20 et le systéme définissant Spre.

Expliquons briévement cela.

Effectivement, les \; impairs (qui appartiennent tous & des blocs de lon-
gueur 2) donnent des entrées qui se répétent dans A.

Un ensemble de \; pairs égaux (dont chacun donne une entrée qui ne se
répéte pas dans A) donne quant & lui une classe d’équivalence de Z.

Par ailleurs, on suppose que la premiére ligne de A commence par un 0,
donc |Z/ ~ | est égal au nombre de \; pairs distincts, dont 0, ainsi |Z/ ~ | =
Npair + 1.

Enfin, la remarque sur oo est claire car on a noté qu’un ensemble de \;
pairs égaux (dont chacun donne une entrée qui ne se répéte pas dans A)
donne quant a lui une classe d’équivalence de Z.

O
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Exemple 1.22 Dans le cadre de 'exemple précédent, connaissant A\, on a
directement z¢c = 2. Sinon avec le symbole, Z peut s’écrire comme union de
ses classes d’équivalence : Z = {0} U {6,7} U {11} U {13} et l'on trouve le
méme résultat.

Proposition 1.23 Soit [a, ] € Irr(W) alors

dela, B8] = Z min(c, ¢’) — mMmTQ—l)
{e,c'}

ot {c, '} déerit tous les ensembles o deux éléments de la suite des entrées

de e, B.
Voir 13, proposition 2.23|.

Exemple 1.24 Si GG est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type Cs, on a :

Caractére
de W ac do bo Spécial Gr  A(u)
2,2] 0 0 0 ou 1 1
(11, o] 1 2 2 non G, 1
[1, 1] 1 1 1 oui 62 62
(9, 2] 1 1 2 non Gy 6,
2,11 4 4 4  ouwi 1 1

Exemple 1.25 Si G est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type C3, on a :

Caractére
de W  ac do be Spécial Gr A(u)
(3, 2] 0 0 0 oui 1 1
[12,] 1 2 2 non & 1
[111,] 4 6 6 non Gy 1
[2, 1] 1 1 1 oul 62 62
1,1 3 3 3  oui 1 1
2 2 2 2 oui 1 1
[1,11] 4 4 4  oui 6, 6,
(2, 3] 1 1 3 non G, 6,
[@, 12] 4 4 5 non 62 62
@111 9 9 9  oui 1 1

[\]
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1.7 G de type D,

Soit G un groupe réductif connexe de type D,, de centre connexe. Soit W
son groupe de Weyl.

On rappelle que les représentations irréductibles de W, groupe de Weyl
irréductible, sont paramétrées par les paires de partitions [, 8] avec |a| +
|| = n, paires non ordonnées avec [, o] comptées deux fois (représentations
dégénérées) |27, paragraphe 1.1].

Par exemple, la représentation triviale est paramétrée par [n, @] = [&, n]
et la représentation signe par [1...1,0] = [@,1...1].

Ainsi, comme on peut toujours rajouter des zéros a4 une partition, on a

Irr(W) ~ Yn%, en rappelant que 'on compte deux fois les symboles dégénérés.

1.7.1 Les invariants ap, bp et Gr

On rappelle maintenant plusieurs résultats de |3, paragraphe 11.4], 20,
paragraphe 4.6] et [14].
Soit [a, f] = [B, o] € Irr(W).

Le b-invariant est donné par la formule suivante :

bpla, 5] = 2n(a) + 2n(B) + min(|al, |5])

On associe a [a, 3] le symbole ¢o[a, F] qui vaut, si a = (a1 < -+ < )

et = (01 < < B,

(o ax+1l az+2 ... anp+(m—1)
¢o[04,5]—(g1 Bo+1 B3+2 ... ﬁm+(m—1))

Le a-invariant est donné par la formule suivante

(m —1)(4m — 5)
6

apla, ] = ) min(c,d) - =
{e,c'}

ou {c, ¢} décrit tous les ensembles & deux éléments de la suite des entrées
de (b()[a? 6]
On en déduit :

[a, B] spécial <= ¢p[a, ] distingué
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Par ailleurs, on peut associer a la famille F de représentations irréduc-
tibles de W contenant [« 3] le groupe fini Gr. Notons F la famille de Irr(17)
de [a, f]. Alors, notant Z Pensemble des entrées de ¢g[a, 3] n’apparaissant
qu’'une seule fois (c’est-a-dire dans une et une seule des deux lignes du sym-
bole), on a

Z
Gr ~ &Pl ayec fpla, B] = max (O, % — ) )

1.7.2 Les invariants dp et A(u)

On rappelle que G est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type D,.

Tout d’abord, pour [«, 5] € Trr(W), on associe a [a, 3] le symbole ¥p[a, 5]
qui vaut, sia = (g < < ap)et f=(01 < < 0n),

_ (03] 062+2 CK3—|—4 am+2(m—1)
¢D[a’m_<ﬁl Boat+2 Bs+4 ... 5m+2(m—1))

Ainsi, on a Y2y = {¢pla, f], [o, 8] € Irr(W)}.

Les classes unipotentes X de G sont paramétrées par les partitions de
2n telles que le nombre de parts d’'une longueur paire non nulle donnée est
pair (voir |3, paragraphe 13.1| ou |32, paragraphe 2.5]), avec la convention de
compter deux fois les partitions de 2n dont toutes les parts sont paires (cela
n’arrive que si n est pair).

Par la correspondance de Springer, on a une bijection Sprp de X4 dans
DZ,O - Yn2,07 ot 'on compte deux fois les symboles dégénérés, donnée par la
construction suivante (voir [13]).

SiA= (A < - < \), avec A\; > 0, est une partition paramétrant une
classe de conjugaison de GG, dans ce cas, r est unique et est appelé la longueur
de la partition A [14, paragraphe 2.3.6]. On partitionne la suite (A1,...,A.)
en blocs de longueur 1 ou 2 tel que tous les \; impairs sont dans un bloc de
longueur 1 et tous les \; pairs sont dans un bloc de longueur 2.

On pose alors :

A—1

G = +i—1 si {\;} est un bloc
Aio Ai . .
ci:ciH:E—l—z—l: 2“—1—2—1 si {\i, A\i+1} est un bloc
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Soit s I'unique symbole de D?%O ayant pour entrées les ¢;. On pose alors
Sprp()\) = s. Enfin ¢! (s) € Trr(W).

Par Sprp, les partitions de 2n dont toutes les parts sont paires corres-
pondent aux symboles de D? ; dégénérés (tous deux sont comptés deux fois).
Si les symboles dégénérés ne sont pas comptés deux fois, Sprp est bien défini;
comme ceux-ci sont comptés deux fois, Sprp n’est pas parfaitement défini
sur les symboles dégénérés mais cela n’a pas d’'incidence sur la suite de ce
travail.

Par ailleurs, si [o/, 3] € Irr(W), on fait correspondre & [o, 3'], Sprp'(s) o
s est I'unique symbole distingué semblable & ©p[o/, #']. Ainsi on a une corres-
pondance entre Xq et Yn2,O quotienté par la relation d’équivalence “étre sem-
blable”, ¢’est-a-dire [«, 5] et [o/, 3] € Irr(W) correspondent & la méme classe
unipotente par la correspondance de Springer si et seulement si ¢¥p[a, J] et
Ypla/, 3] sont semblables.

Exemple 1.26 Posons n = 13. Si A = (1,1,1,2,2,3,3,4,4,5), alors
0247 9
SpTD(A):(1 469 11)
Y5 (Sprp(A)) = (00011, 12233]

Proposition 1.27 Si \ est une partition correspondant a la classe de conju-
gaison de u dans G, alors A(u) ~ Sy g 2p(4) = Nimpair — 1 — 0p(u) si
Nimpair 7 0 €t 7 =0 sinon avec :

® Nimpair €5t €gal au nombre de N\; impairs distincts.

e 0p(u) vaut 1 s’il existe une longueur k impaire telle que le nombre de
parts de X valant k est impair et 0 sinon.

Voir |3, paragraphe 13.1].
Via la bijection Sprp, on pose, si [a, (] € Irr(W), zpla, 5] = z2p(0) ou
O est la classe unipotente associée a I'unique symbole distingué semblable a

wD[Oé>ﬂ]'
Corollaire 1.28 Si [a, §] € Irr(W), alors, on a

spla A _{ 1Z]) ~ | = p(Sprp‘tpla, 8]) =1 si|Z) ~|#0

0 stnon

Z est Uensemble des entrées de vpla, f] n'apparaissant qu’une seule fois.
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La relation d’équivalence ~ sur Z est définte a la proposition 1.5. On
rappelle que a ~ b st a < b et il existe k € N et a; € Z, 0 <1 < k avec
ap=a,a;, =a+ieta,=bousib<aetileristekeNeta, € Z,0<1<k
avec ag = b, a; =b+1 el ar = a.

Remarquons que |Z/ ~ | = 0 si et seulement si A est dégénéré et que
Sp(Sprp'pla, B]) = 0 si et seulement si toutes les classes d’équivalence sur
Z sont de cardinal pair.

Démonstration

Il suffit d’utiliser la proposition 1.27 et le systéme définissant Sprp.

Expliquons briévement cela.

Effectivement, les A; pairs (qui appartiennent tous a des blocs de longueur
2) donnent des entrées qui se répétent dans A.

Un ensemble de \; impairs égaux (dont chacun donne une entrée qui ne
se répéte pas dans A) donne quant a lui une classe d’équivalence de Z donc
1Z/ ~ | = Nimpair-

Enfin, la remarque sur dp est claire car on a noté qu’'un ensemble de \;
impairs égaux (dont chacun donne une entrée qui ne se répéte pas dans A)
donne quant a lui une classe d’équivalence de Z.

O

Exemple 1.29 Dans le cadre de I'exemple précédent, connaissant A\, on a
directement zp = 1. Sinon avec le symbole, Z peut s’écrire comme union de
ses classes d’équivalence : Z = {0,1,2}U{6, 7} U{11} et Pon trouve le méme
résultat.

Proposition 1.30 Soit [a, (] € Irr(W) alors

—1)(4m —5
dpla, 8] = Z min(c, c’) — m(m i)%( m = 5)
{e.c'}
ot {c, '} déerit tous les ensembles & deux éléments de la suite des entrées

de vplo, 3]
Voir |13, proposition 2.23|.
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Exemple 1.31 Si G est un groupe réductif connexe de centre connexe de
type Dy, on a :

Caractére
de W ap dp bp Spécial Gr A(u)

[4, 2] 0 0 0 oui 1 1
13,2] 2 2 2 oui 1 1
2206] 3 4 4 non S, 1
112,¢) 6 6 6 oui 1 1

[1111,2] 12 12 12 ou 1 1

3, 1] 1 1 1 ou 1 1
[12, 1] 3 3 3 oui 62 62
11,1 7 7 7  oui 1 1

2,2] 2 2 2  oui 1 1
[2, 11] 3 3 4 non 62 62
11,111 6 6 6 ou 1 1

1.8 Cas ou (G est un groupe exceptionnel

Dans cette section, nous allons donner les tables indiquant les différentes
valeurs des invariants pour les caractéres irréductibles de W, groupe de Weyl
de type exceptionnel. On rappelle que 'on numérote les diagrammes de Dyn-
kin comme cela est indiqué en page 16.

Pour remplir ces tables, on utilise |20, chapitre 4], |3, chapitre 13|, [32] et
GAP accompagné du systéme CHEVIE [12]. Nous avons d’ailleurs choisi 'ordre
de GAP pour les caractéeres irréductibles de W ainsi que la paramétrisation
de G. Lusztig |20, chapitre 4]. Remarquons que les résultats de [3, chapitre
13] sont donnés en caractéristique 0 mais qu’ils restent valables en bonne
caractéristique, voir, par exemple, |13, paragraphe 2|.

Rappelons que GAP avec le systéme CHEVIE donne la correspondance entre
la paramétrisation de G. Lusztig et celle utilisée dans [3] a l'aide de la fonction
ChevieCharInfo.

L’invariant a est donné par la fonction LowestPowerGenericDegrees et
I'invariant b par la fonction LowestPowerFakeDegrees.

On rappelle que G est un groupe réductif connexe de centre connexe.
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1.8.1 G de type Gs

On rappelle que le diagramme de type G5 est numéroté comme cela est
indiqué a la page 16.
On remplit la table suivante a 'aide de [3, page 412] et |20, page 95].

Table 1.32 GG de type G,

Caractére
deW a d b Spécial Gr A(u)

®1,0 0 0 0 oul 1 1

P16 6 6 6 oul 1 1
/173 1 1 3 non 63 63
13 1 3 3 non 63 1

P21 1 1 1 oui 6 6

®2,2 1 2 2 non S3 1
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1.8.2 G de type F}

On rappelle que le diagramme de type Fj est numéroté comme cela est
indiqué a la page 16.
On remplit la table suivante a 'aide de |3, page 414] et de [20, page 96],

Table 1.33 G de type F}

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
1, 0O 0 0 oui 1 1
15 4 9 12 non Gy 6
13 4 4 12 non 64 64
14 24 24 24 oul 1 1
21 1 2 4 non 62 62
29 13 13 16 non Gy G
23 1 1 4 non 62 62
24 13 16 16 non S, 1
41 4 6 8 non 64 62
91 2 2 2 oul 1 62
92 4 6 6 non 64 62
9, 4 4 6 non G, 64
9y 10 10 10 oui 1 1
61 4 6 6 non GH 1
62 4 4 6 non 64 64
12 4 4 4 oul 64 64
42 1 1 1 oui 62 62
43 4 7 7 non Sy 1
44 4 5 7 non 64 62
45 13 13 13 oui G, 6
81 3 3 3 oul 1 1
89 9 9 9 oui 1 1
83 3 3 3 oui 1 1
84 9 9 9 oui 1 62
16 4 5 5) non 64 62
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1.8.3 G de type FEjg

On remplit la table suivante a 'aide de [3, page 415] et |20, page 99].

Table 1.34 G de type Eg

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
1, 0 0 0 ouw 1 1
1; 36 36 36 oui 1 1
10, 7 9 9 non S;3 1
6, 1 1 1 oui 1 1
6, 25 25 25 oui 1 1
20, T 7 10 non G; 65
15, 3 3 5 non G, 6y
15;7 15 15 17 non G, 6,
15, 3 4 4 non Sy 1
15; 15 16 16 non S, 1
20, 2 2 2 oui 1 1
20; 20 20 20 oul 1 1
24, 6 6 6 ou 1 1
24; 12 12 12 oul 1 1
30, 3 3 3 oui Sy, 6,
30;7 15 15 15 oui Sy, 6,
60, 7T 8 8 non S;3 1
80, T 7 oui S; 63
90, 7 7 8 non G; 6;5
60, 5 5 ) oui 1 1
60; 11 11 11 oui 1 1
64, 4 4 4 oui 1 1
64; 13 13 13 oul 1 1
81, 6 6 6 oui 1 1
81;, 10 10 10 oul 1 1
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1.8.4 G de type F;
On remplit la table suivante a 'aide de |3, page 415] et |20, page 101]

Table 1.35 G de type E;

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
1, 0 0 0 oui 1 1
1 63 63 63 oui 1 1
Ta 46 46 46 oul 1 1
1
1

7 1 1 1 oui 1

15, 25 28 28 non S,

15, 4 5 7 non G, 6,
21a 3 3 6 non 62 62
21, 30 30 33 non Gy, 6y
21, 36 36 36 oui 1 1
215 3 3 3 oui 1 1
27, 2 2 2 oui 1 1
27! 37 37 37 oui 1 1
35(1 16 16 22 non 63 63
35; 7 7 13 non 63 63
39 3 4 4 non G, 1
35), 30 31 31 non S, 1
56, 30 30 30 oui Gy, 6y
56, 3 3 3 oui G, 6
70, 16 18 18 non S; 1
70/, 79 9 non 63 1
84, 10 12 12 non S, 1
84! 13 14 15 non Gy 6y
105, 25 25 26 non G, 6
105;1 4 4 5 non 62 62
105 6 6 6 oui 1 1
105;, 21 21 21 oui 1 1
105, 12 12 12 oui 1 1
105, 15 15 15 oui 1 1
120, 4 4 4 oui G, 6
120/, 25 25 25 oui G, 6,

4 suivre
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Suite de GG de type E7

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
168, 6 6 6 oui 1 1
168, 21 21 21 oui 1 1
189, 8 8 10 non S, 6
189/, 15 15 17  non S, 6
189, 22 22 22 oui 1 1
189, 5 5 5 oui 1 S,
189, 20 20 20 oui 1 1
189/, T 7 7 oui 1 1
210, 6 6 6 oui 1 1
210/, 21 21 21 oui 1 1
210, 10 10 10 oui 1 1
210y, 13 13 13 oui 1 1
216, 15 16 16 non Sy 1
216/, 8 9 9 non G, 1
280, 16 16 18 non S; 63
280;1 7 7 9 non 63 63
280y 7T 8 8 non S;3 1
280, 16 17 17 non S;3 1
315, 16 16 16 oui GS; 63
315/, T 7 7 oui GS; 63
336a 13 13 14 non 62 62
336/, 10 10 11 non Gy, 6,
378, 14 14 14 oui 1 Sy
378!, 9 9 9 oui 1 1
405, 8 & 8 oui Gy, 6
405/, 15 15 15 oui Gy, 6,
420, 10 10 10 oui Sy, 6,
420!, 13 13 13 oui Sy, 6,
512, 11 11 12 non Sy, 6,
512/, 11 11 11 oui S, 6
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1.8.5 G de type Eg
On remplit la table suivante a 'aide de [3, page 416] et |20, page 105].

Table 1.36 G de type Eg

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
1, 0 0 0 oui 1 1
1 120 120 120 oul 1 1
2835 3 3 8 non 62 62
28/, 63 63 68 non Gy, 6,
35, 2 2 2 oui 1 1
35, 74 74 T4 oui 1 1
70, 16 16 32 non G5 Gj
50$ 4 5 8 non 62 62
507, b2 56 56 non S, 1
84, 3 4 4 non G, 1

84! 63 64 64 non S, 1
168, 16 21 24 non Gy 6
175$ 8 10 12 non 63 63
175!, 32 36 36 non S3 1
210, 4 4 4 oui G, 6,
2107, 52 52 52 oui Gy, 6
420, 16 20 20 non G 1
300x 6 6 8 non 62 62
300; 42 42 44 non 62 62
350, 8 8 14 non S G5
3507, 32 32 38 non G3 63
525, 12 12 12 oui 1 1
525! 36 36 36 oui 1 1
567, 6 6 6 oui 1 1
567, 46 46 46 oui 1 1
1134, 16 18 20 non Gy 6
700,, 13 14 16 non G, 6
7007, 25 28 28 non G, 1
70033 6 6 6 oul 62 62
700/, 42 42 42 oui Sy, 6,

a suivre
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Suite de GG de type Ejg

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
1400, 16 16 20 non Gy Gj
840, 12 13 14 non Gy 6y
840! 24 26 26 non S, 1
1680, 16 16 22 non &5 s
972, 10 12 12 non S, 1
972! 30 31 32 non Gy, 6,
1050, 8 9 10 non G; 6,
1050, 32 34 34 non S3 1
2100, 20 20 20 oui 1 1
1344, 7 8 8 non S3 1
1344/, 37 38 38 non S3 1
2688, 16 18 20 non G 6,
1400, 8 8 8 oui G 63
1400, 32 32 32  oui O3 &
1575, 8 8 10 non G3; 63
1575/, 32 32 34 non G3; 63
3150, 16 18 18 non G5 6,
2100, 13 13 16 non G, 6,
2100, 25 25 28 non Gy, 6
4200, 16 18 18 non Gy 6,
2240, 10 10 10 oul Gy, G5
2240, 28 28 28 oul G, 6
4480, 16 16 16 oul G; G;
2268, 10 10 10 oui Gy 6,
2268 30 30 30 oui Gy 6
4536, 16 16 18 non G5 G5
2835, 14 14 14 oul 1 1
2835/, 22 22 22 oul 1 1
5670, 16 16 18 non &5 G5
3200,, 15 16 16 non Sy 1
32007, 21 22 22 non Gy 1
4096, 11 11 12 non G, 6,
4096, 26 26 26 oui Gy, 6,
4200, 12 12 12 oui G, 6,
A suivre
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Suite de GG de type Ejg

Caractére
de W a d b Spécial Gr A(u)
4200/, 24 24 24 oui Sy, 6,
6075, 14 14 14 oui 1 S,
6075, 22 22 22 oui 1 1

8, 1 1 1 oui 1 1
8 91 91 91 oui 1 1
50, 7 7 19 non 63 63

56", 37 37 49 non S; 63
11 22 3 3 3 oui 62 62
1127 63 63 63 oui Gy, 6
160, 4 4 7 non G, 6,
160/, b2 52 55 non Gy, 6,
448, 16 17 25 non Sy G5
400, 6 7 7 non G, 1

4007, 42 43 43 non G, 1

448, 7 9 9 non S3 1
448", 37 39 39 non G3 1
560, 5 5 5 oui 1 GP

560, 47 47 47 oui 1 1
1344, 16 19 19 non S;5 1
840, 10 10 13 non Gy, G5
840; 28 28 31 non 62 62
1008z 7 7 9 non 63 63
1008, 37 37 39 non G; G5
2016,, 16 19 19 non S;5 1
1296, 10 10 13 non G, 6
1296, 30 30 33 non Gy, 6
1400, 10 11 11 non S, 1
14007, 28 29 29 non S, 1
1400, 7 7 7 oui G; G5
1400/, 37 37 37 oui G 63
2400, 15 15 17 non Gy, 6
24007, 21 21 23 non Gy, 6,
2800, 13 13 13 oui Gy, 6,
2800, 25 25 25 oui G, 6,
a suivre
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Suite de GG de type Ejg

Caractére

de W a d b Spécial Gr A(u)
5600, 16 17 19 non G5 63
3240, 9 9 9 oui 1 S,
3240, 31 31 31 oui 1 S,
3360, 12 12 13 non G, 6
33600 24 24 25 non G, G,
7168, 16 17 17 non G5 63
4096, 11 11 11 oul G, 6,
4096, 26 26 27 non Sy, 6,
4200, 15 15 15 oui 1 1
4200, 21 21 21 oui 1 Ss
4536, 13 13 13 oul 1 S,
4536, 23 23 23 oui 1 1
5600, 15 15 15 oui Sy, 6,
56000 21 21 21 oui S, G,
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Dans le cadre de ce travail, ce chapitre contient les premiéres étapes vers
la démonstration des théorémes A et B. D’un point de vue un peu plus large,
on établira des résultats généraux concernant 'induction des caractéres dans
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les groupes de Weyl et la compatibilité avec les d-invariants des caractéres.
Les résultats que 'on va obtenir ressemblent, par exemple, aux résultats sur
la “J-induction” des caractéres |20, chapitre 4].

2.1 Cadre général

2.1.1 La fonction &,

Nous rappelons ici le cadre dans lequel nous nous placons en citant |9,
paragraphe 4]. Citons également |23, paragraphe 1].

Soit k une cloture algébrique du corps fini [F, ot p est un nombre premier.
Soit G un groupe réductif connexe sur k et soit G* le dual de Langlands de G.
On suppose que le centre de GG est connexe et que p est suffisamment grand.
L’hypothése que le centre de GG soit connexe entraine que le centralisateur de
chaque élément semisimple dans G* est connexe (|20, paragraphe 8.4] et [3,
paragraphe 3.5]). C’est d’ailleurs aussi I’hypothése en vigueur dans le livre de
G. Lusztig [20]. L’hypothése que p soit suffisamment grand vient de 1’article
[25] ot G. Lusztig a établi les résultats concernant le support unipotent des
faisceaux-caractéres. On suppose aussi que G/Z(G) est simple.

Soient 7" un tore maximal fixé de G et W = Ng(T')/T le groupe de Weyl
de G. Soit T* C G* un tore maximal dual. On peut alors naturellement
identifier le groupe de Weyl W* de G* relativement & T a W : cela est
expliqué dans |20, paragraphe 8.4]. De plus, si l'on fixe également un sous
groupe de Borel de G, respectivement de G*, contenant 7', respectivement
T*, ce qui revient a fixer un systéme de racines simples pour les groupes W et
W*, les deux systémes de racines simples se correspondent via I'identification
précédente.

Dans l'introduction, on a déja mentionné ’existence d’une application @4
de 'ensemble des classes dites “spéciales” dans G* dans I’ensemble des classes
unipotentes de GG. Cette application décrit le support unipotent des faisceaux-
caractéres. En fait, G. Lusztig [25] a donné une description directe de cette ap-
plication, sans référence au support unipotent des faisceaux-caractéres. Cette
description implique seulement la correspondance de Springer et certains in-
variants des caractéres des groupes de Weyl finis. Nous allons maintenant
expliciter la construction de cette application :

Os : {C| C classe spéciale dans G*} — {O | O classe unipotente dans G'}
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Tout d’abord, définissons la notion de classes unipotentes spéciales de
H, ou H est un groupe algébrique réductif connexe [20, paragraphe 13.1].
Soit v un élément d’une classe unipotente de H. Considérons la paire (u, 1)
ou le 1 désigne le caractére trivial du groupe fini A(u) = Cy(u)/Ch(u)°.
Via la correspondance de Springer, on peut associer & (u, 1) un caractére du
groupe de Weyl de H. On dira que la classe unipotente de u est spéciale si ce
caractére est spécial (cette notion de caractére spécial d'un groupe de Weyl
a été introduite au chapitre 1). Dans ce contexte, le centre de H n’est pas
supposé connexe et donc la correspondance de Springer évoquée ici est plus
générale que celle décrite au chapitre précédent.

Définissons maintenant les classes spéciales de G* 20, paragraphe 13.3].
Soit g un élément d’une classe de conjugaison C' de G*. Soit ¢ = su = us
la décomposition de Jordan de g avec s semisimple et u unipotent. Alors,
w est un élément unipotent du groupe réductif connexe Cg+(s) et on dira
que la classe C' de g dans G* est spéciale si la classe unipotente de u dans
Cg+(s) est spéciale. Ceci nous permet d’avoir une correspondance entre les
classes spéciales de G* et les paires (s, F) ou s € T* (quitte & remplacer
g par un de ses conjugués, on peut supposer s € T*) et F est une famille
de représentations de W, groupe de Weyl de Cg+(s). F est 'unique famille
contenant le caractére spécial de W associé a u via la correspondance de
Springer. Ainsi, par la suite, on travaillera indifféremment sur les classes
spéciales de G* ou sur les paires (s, F). On notera P(G) 'ensemble des classes
spéciales de G* ou des paires comme ci-dessus.

Définissons maintenant 'application :

O : {C] C classe spéciale dans G*} — {O | O classe unipotente dans G'}

Soit. C' une classe spéciale de G*, c’est-a-dire soit (s, F) € P(G).
Soit F¢ 'unique caractére spécial de F, qui ne dépend que de la classe
C. E¢ est un caractére du groupe de Weyl Wy, qui peut étre canoniquement

identifié & un sous groupe de W. On peut donc considérer 'induction de F¢
de Wy a W.

Proposition 2.1 Avec les notations précédentes, on a :

(a) Soit E € Tir(W) un caractére qui apparait dans Uinduction Indyy, (Ec).

Alors on a d(E) > b(E¢).
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(b) Il existe un unique E, € Irr(W) tel que
d(Eg) = b(Eg) = b(Ec),

Indyy. (Ec) = Ep + somme de E € Irr(W) avee b(E) > b(Ec).

Voir 25, paragraphe 10] et [20, paragraphe 13.3].

Via la correspondance de Springer, & Ef,, on peut associer une classe
unipotente O de G. On pose alors ¢¢(C) = Pg(s, F) = O. Notant X¢
I'ensemble des classes unipotentes de G, g est une application de P(G)
dans X¢. Il est indiqué, dans [20, paragraphe 13.3|, que ®¢ est surjective.

Nous allons pouvoir maintenant énoncer un théoréme da a G. Lusztig [25,
paragraphe 10 et corollaire 10.9].

2.1.2 Lien avec le support unipotent

Rappelons ce que nous avons évoqué dans I'introduction.
Tout d’abord, notant GG I'ensemble des faisceaux-caractéres sur GG, on a
une partition naturelle

G = HG’C avec  |Gel| < oo,
c

ou C' parcourt ’ensemble des classes spéciales de G*.

Théoréme 2.2 Soient C une classe spéciale dans G* et O = &5(C), classe
unipotente de G, ou Pg est Uapplication décrite au paragraphe précédent,
alors on a les propriétés suivantes :

(a) Il existe un A € G tel que Ao # 0.

(b) Soit A€ Ge et O une classe unipotente de G telle que Ao # 0. Alors
on a dimO’ < dimO ou O' = O.

On dira que O est le support unipotent des faisceauz-caractéres de Ge.

On pourra trouver cela dans |25, paragraphe 10, théoréme 10.7 et corol-
laire 10.9|, et aussi dans les remarques dans |9, paragraphe 4.3].
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2.1.3 Probléme et premiers éléments de réponse

Nous allons définir ci-dessous la notion de classe isolée. Cette définition
apparait dans |21, paragraphe 2.6].

Dans ce chapitre, on va s’intéresser a la question suivante : dans le cas
d’une classe spéciale isolée C' de G*, est-ce que E( est le seul caractére
irréductible de W apparaissant dans IndMW/S(EC) dont le d-invariant est égal
ab(Ec)?

Dans ce chapitre, on va donner, dans le cadre des classes isolées, une
condition combinatoire pour que la réponse a cette question soit positive.

Pour cela, on introduit la notation suivante :

Définition 2.3 Dans la situation précédente, soit £ la somme de tous les
caractéres irréductibles £ € Irr(W)\{E¢} tels que d(E) = b(E¢) et E appa-
rait dans 'induction Indyy, (Ec). Ainsi, on a

Indyy (Ec) = Ei + EZ + somme de caractéres E avec d(E) > b(Ec)

La question se raméne donc & I'évaluation de Ef., notamment sa nullité.
Le but de ce chapitre est de déterminer explicitement E, pour les cas ou W
est irréductible et ou C' est une classe spéciale isolée de G*.

2.1.4 Signification de classe isolée

Nous allons maintenant définir la notion de classe isolée. Cette définition
apparait dans |21, paragraphe 2.6].

Définition 2.4 On dira qu’une classe C' de G* est isolée si le centralisateur
de la partie semisimple d’un élément dans C' n’est pas contenu dans un sous
groupe de Levi d’un sous groupe parabolique propre de G*.

Soient C' une classe spéciale de G* et (s, F) une paire correspondant a C'.

On dira que (s, F) est une paire isolée si et seulement si C' est une classe
spéciale isolée. La liste des sous groupes W (pour s isolée et semisimple)
s’obtient a Paide de [5, proposition 2.3.4]. Pour chaque type de W, ces listes
sont explicitement connues (|5], [4] et [2]). Nous expliciterons cela dans les
paragraphes suivants.

Cela nous donne donc déja un cas ou la réponse a notre question est
triviale : lorsque s est central et donc W, = W.
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2.2 Reésultat pour le type A,

Proposition 2.5 Soit G de type A,_1. Alors, avec les notations de la défi-
nition 2.3, on a Bl =

Démonstration

Le résultat est évident d’aprés la proposition 2.1 et par le paragraphe
1.3, dans le type A, 1, il n’y a pas de différence entre le b-invariant et le
d-invariant. En particulier, la condition “C' isolée” n’est pas nécessaire.

O

2.3 Résultat pour le type B,

On considére un groupe réductif connexe G tel que le centre Z(G) soit
connexe et tel que G/Z(G) soit simple de type B,,. Alors le groupe dual G*
est de type C,. Soit C une classe spéciale isolée de G*, s € T™* la partie
semisimple d’un élément dans C' et W le groupe de Weyl de Cg-(s), identifié
a un sous groupe de W.

2.3.1 Cadre et résultat

Lemme 2.6 W, C W est un produit direct Wy = W, x Wy, (avec n =a+1b)
ou W, est un groupe de Weyl de type B, et W, est un groupe de Weyl de type
By (avec la convention que Wy = {1}).

Démonstration

Comme W est de type B,, W* est de type C,. Par [2]|, W, vu comme
sous groupe de W* est de type C, x C} avec a + b = n. Donc Wy, vu comme
sous groupe de W via l'identification canonique entre W et W*, est de type
B, x B, avec a + b =n.

([l

Soit maintenant Fo € Irr(W;) un caractére spécial. Comme W est un
produit direct, alors on a Eq = [a, 3] K [\, ] avec [a, §] € Trr(W,) et [\, u] €
Irr(W,), tous deux spéciaux.

Proposition 2.7 Soit G de type B,,. Alors, avec les notations de la défini-
tion 2.3, on a EJ, = 0.
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2.3.2 Induction de B x B dans B

Il s’agit maintenant d’un paragraphe intermédiaire pour la démonstration
de la proposition 2.7. Il nous faut effectivement comprendre I'induction de
W,aWw: Ind%s.

Soient W, et W, deux sous groupes de Weyl de W,, avec W; de type B;,
pouri=a,bouneta+b=n.

Soient [a, ] € Irr(W,) et [\, ] € Irr(W,), on souhaite expliciter I'induc-
tion de [or, B] R [\, p] € Irr(W, x W) a W,.

Théoréme 2.8
Inda//:wa [av 5] X [)‘7 M] = Z Ci)\cg,u[du '7]

ot la somme parcourt toutes les paires de partitions (9,7) avec |0] =
ol + Al et [y = 18] + [ul-
c‘fw\ est le coefficient de Littlewood-Richardson.
Soit 00 = a+ A, on a alors :
do
Can = 1.

o & # 0 implique § < dp.

On pourra trouver cela dans [14, paragraphe 6.1].

2.3.3 Démonstration de la proposition 2.7

Soient W, et W, deux sous groupes de Weyl de W,,, chacun étant respec-
tivement de type B,, B, et B, avec a + b = n.

Soient A = [o, §] € Irr(W,), B = [\, u| € Irr(W,), tous deux spéciaux.

Onaa=(m < <apu), f=0 < <fBu) A=< <
Amt1) et pp= (1 < < py).

Soit B, € Irr(W,) défini dans la proposition 2.1 pour Ec = |o, ] K
A, p] € Irr(W, x Wh).

Proposition 2.9 Ef, est paramétré par [a + N\, B + pl.

Démonstration

Soit C' = [a+ A, B+ p] € Irr(W,). Alors C' apparait exactement une fois
dans Indy”, , AXK B (théoréme 2.8) et by(C) = bp(A) +bp(B) = bpyxp(AK
B).
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Par ailleurs, par le théoréme 2.8, si E = [0, 7] apparait dans Ind%;’xWbAXl

B alors [6,7] < [a+ A, B+ p]. Donc bp(E) > bp(Ep) avec égalité si et
seulement si £ = Ef..
O

Remarque 2.10 Dans cette démonstration, on n’a pas utilisé que A et B
étaient spéciaux.

Proposition 2.11 On a dg(E}) = bpxp(AX B).

Démonstration

Cela découle des propositions 2.1 et 2.9. Cependant, nous allons tout de
méme faire le calcul explicite.

Comme A et B sont supposés spéciaux, ¢1(A) et ¢1(B) sont distingués
donc, pour tout ¢ € {1,...,m}, oy +i —1 < i +i—1 < a;41 +1 et
Ni+i—1<p+i—1< Ny + i Ainsi, pour tout i € {1,...,m}, a; +
ANi+2(0—1) < Bi+pi + 20— 1) < ajp1 + Aip1 + 24, cest-a-dire Yp(EL) est
distingué.

Effectivement, ¥p(Er) = ¢1(A) + ¢1(B).

a as+1 az+2 Qi1 +m
A pr—
¢1(4) ( B P+l . Bt (m—1) )
>\1 )\24‘1 )\34‘2 >\m+1+m
B pr—
@1(B) ( i pe+1 o gyt (m—1)
¢ (E,):<041+)\1 CY2+)\2+2 043+>\3+4 am+1+)\m+1—|—2m)
B Br+p Bot+pe+2 o0 Byt iy +2(m—1)

On en déduit :

dp(Eg) = d(¢yp(Ep))

i . m(m—1)(4m+ 1)
_;mm(c,c)— 3
:Z(m—i—l—i+m—i+1)(ai+>\i+2(i_1))

m(m —1)(4m + 1)

=1
+Y (m—i+m+1—i)(Bi+p+26— 1) —
i=1
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m—+1 m+1

=2) (m+1—ia;+2) (m+1-i\

i=1 i=1
m

+2) (m = 0)B;+ 18] +2 3 _(m— i + |ul
= 2n(a) +2n(8) + 18] + 2n(\) + 2n(p) + |1
= bB[Oé, ﬁ] + bB[)\, u] = beB(A X B)

O

Proposition 2.12 Si F est une représentation irréductible apparaissant dans
Ind%;xWbA X B alors dg(E) > bpxp(A X B) avec égalité si et seulement si

E=EL.

Démonstration .
Par le théoréme 2.8, si £ = [0,7] apparait dans Ind%;xWbA X B alors

[6,7] =< [a+ A, B+ p]. Alors Yp(E) < ¢p(Ey) et dong, par le corollaire A.5,
ngB(A X B) :~dB(Elc> = d(wB(E,C)) S d(wB(E)) = dB(E) avec égahté si
et seulement si £ = Ef..

O

Ceci conclut la preuve de la proposition 2.7.

2.4 Reésultat pour le type C),

On considére un groupe réductif connexe G tel que le centre Z(G) soit
connexe et tel que G/Z(G) soit simple de type C,,. Alors le groupe dual G*
est de type B,. Soit C' une classe spéciale isolée de G*, s € T* la partie
semisimple d’un élément dans C' et W le groupe de Weyl de Cg-(s), identifié
a un sous groupe de .

2.4.1 Cadre et résultat

Lemme 2.13 W, C W est un produit direct Wy = W! x W), (avecn = a+0b)
ot W est un groupe de Weyl de type D, et W), est un groupe de Weyl de type
Cy (avec la convention que Wy = {1}).

Démonstration

93



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

CHAPITRE 2. INDUCTION ET INVARIANTS

Comme W est de type C,,, W* est de type B,. Par [2]|, W, vu comme
sous groupe de W* est de type D, x By, avec a + b = n. Donc W, vu comme
sous groupe de W via l'identification canonique entre W et W*, est de type
D, x Cy avec a+b=n.

([

Soit maintenant Eo € Irr(WWs) un caractére spécial. Comme W est un
produit direct, alors on a Ec = [a, ] K [\, ] o [a, §] € Ter (W) et [\, ] €
Irr(W5), tous deux spéciaux.

Onaa= (1< <ap),B=01< <) A= < < App)
et 0 = (1 < -+ < py). Afin de faciliter les démonstrations, on notera
ag = fy = 0.

Proposition 2.14 Avec les notations de la définition 2.3, on a :
(a) Sia=f alors E}, = 0.

(b) Sia# B ets’il evistei € {1,...,m} tel que B; # oy et p; # Niy1 + 1
alors B/, = 0.

2.4.2 Induction de D dans C

Il s’agit maintenant d’un paragraphe intermédiaire pour la démonstration
de la proposition 2.14. Il nous faut effectivement comprendre 'induction de
W, a W : Indyy .

Soit W un groupe de Weyl de type C,, et W’ un sous groupe de W de
type D,,.

On souhaite expliciter I'induction de W’ dans W.

Soit ¢ = [« 3] une paire de partitions de somme totale n, cela paramétre
une représentation irréductible de . Posons ¢ = [, a. Avec |20, paragraphe
4.6], on a, selon les différents cas, les résultats suivants.

e Dans le cas ou « # (3, alors Res%w = Res%@ est une représentation
irréductible de W',

Alors

(Indyy. Resyy b, )yw = (Resyytp, Resyy )y = 1,

(Indyy Resii 0, )w = (Reshy ), Resy ) = 1,

(Indyy Resyy 1, Indyy Resyy, ¢)w = (Resyy Indyy Resyp b, Resy )y = 2

car Ind% Res%,w = 1) +1p+4autres représentations qui ont des restrictions
a W' différentes de Res}y1) = Resyy1).

Ainsi Indyy, Resyy1h = ¢ + 9.
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e Dans le cas ot a = (3, alors Res|y1) = by + 105 ot 11 et 1)y sont deux
représentations irréductibles de W',

Alors, pour i =1 ou 2,

(Indyy s, Y)w = (Y, Resyph)wr = 1,

(Indyy s, Indjy ;) w = (Resly Indyy s, ) w = 1

car IndVV{f,zﬂi = 1+autres représentations qui ont des restrictions a W’
différentes des ;.

Ainsi Indy4; = 1 et donc Indyy, Resly, ¢ = Indj, ey 4 Indjyaby = 21).

Proposition 2.15 Soit [a, 5] € Irr(W') alors

Indj} o, 5] = { [, B] + B, ] sio#f3

[a, a sia=[3

en remarquant que la paire de partitions dans le terme de gauche para-
meétre une représentation irréductible de W' alors que les paires de partitions
apparaissant dans le terme de droite parameétrent des représentations irréduc-

tibles de W.

2.4.3 Démonstration de la proposition 2.14

Soient W, C W, et W}, deux sous groupes de Weyl de W,,, avec W/ de
type Do, W, de type C,, W, de type C,, W,, de type C,, et a +b =n.

Soient A = [a, f] € Irx(W)), B = [\, p] € Irr(W,). On suppose A et B
spéciaux. Quitte a échanger « et (3, on peut supposer que, si (I, J) = ¢, (]
et m est la longueur de I (et donc de J également) alors J; < [} < Jp <
oo < Jp < Iy, Ceci impose en particulier |G| < |af.

Soit. B, € Irr(W,) défini dans la proposition 2.1 pour Ec = |o, ] K
A, p1] € Irr(W) x Wy).

On a IndW7XWb[a,ﬁ] X[\ u) = Ind%:walnd%i%z[a,ﬁ] X [\, u], ce qui
vaut d’aprés la section 2.4.2, selon les cas :

e Si o # (3, alors
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Indyy, gy, [e, 5] B A, 4
= Tndyy? ., ([0 BB A ] + [, 0] KA, )
= Ind%;wa[a, Bl [A, p] + Ind%ZxWb 1B, a] KA, ]
=la+ A0+
+ somme de représentations [0, ] avec [0,7] 2 [a + A, 5 + yf
+ B+ N a+py
+ somme de représentations [d,7] avec [0,7] 2 [0+ A\, a + g

e Si a = (3, alors

Ind%’fwa [, o] B[\, p

= Ind%:wa [O./, a] X [)" M]
= [a+ A o+ p
+ somme de représentations [0,7] avec [0,7] = [+ A\, o + p

Proposition 2.16 E[, est paramélré par (o + N, + p].

Démonstration

Tout d’abord, bola+ A, B+ u] = bela, Bl +be A, 1] = bpla, B] +ba [, 1] =
bpxcla, Bl K[\, p]. Ensuite, on différentie les cas.

e Si 0 = a, le résultat est clair.

e Si 3 # a, il suffit de voir bela + A\, B+ p] < b8+ A, o + pl.

Mais on a befa + A, f + p] = bela, B] + be A, p] = be[B, o] — |af + 8] +
belh i) = belB+ A a+ pl — |a + 8] < belB + A« + p]. Effectivement,
on a supposé que, si (I,J) = ¢gla, 3] et m est la longueur de I (et donc
de J également) alors J; < [ < Jo < --- < J,, < I, done, pour tout

ie{l,...,m}, B; < a; avec une égalité stricte pour un certain i car o # 3,
donc || > |f|.
O

Remarque 2.17 Si o # 3, on note E| la représentation paramétrée par
B+ N\ o+ p].

Proposition 2.18 On a do(E) = bpxc(AK B).
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Démonstration

Cela découle des propositions 2.1 et 2.16. Cependant, nous allons tout de
méme faire le calcul explicite.

Comme A est supposé spécial, ¢g(A) est distingué donc, si a et § ont
méme longueur m, on a, pour tout i € {2,...,m}, ;_1+i—2<fG;i+i—1<
a;+i—1et §; < ay. Maintenant, si on rajoute un zéro a « (sans le réindexer,
mais en posant oy = 0), on a, pour tout i € {1,...,m}, oy 1+i—1< G;+i <

Comme B est supposé spécial, ¢1(B) est distingué donc, pour tout i €
{1,...om}h, i+i—1<p+i—1< XN +1i.

Ainsi, pour tout ¢ € {1,....m}, 1+ N +2(0—1) < Bi+p+2i—1<
a; + Aip1 + 2i Cest-a-dire o (Ep) est distingué.

Effectivement, soit D le symbole obtenu en ajoutant 1 & toutes les entrées
de ¢o(A) et en rajoutant un zéro au début de la premiére ligne du résultat.

On a Yc(Ep) = D + ¢1(B).

¢(A>:(a1 s +1 as+2 ... am+(m—1)>
0 B Bot+1l B3+2 ... Bp+(m—1)
D= 0 051+1 042+2 043+3 Oy + M
T\ B+l Ba+2 B3+3 ... Batm
)\1 )\24’1 >\3+2 )\m+1—|—m
B pr—
1(B) ( o g+l ey (m— 1)
¢ (E,)_ )\1 Oél+)\2+2 052+)\3+4 Oém—i-)\m+1—|—2m
AFCT =\ B4+l Batpe+3 ... Budpm+2m—1

On en déduit :

do(Ep) = d(ve(Ep))

B . . m(4m? —1)
= ;mm(c,c) -
— Z(m+1—i+m—i+1)(ai_1+)\i+2(i—1))

i=1

i _ , , m(4m? — 1
+Z(m—z+m+1—z)(ﬁi+m+22—1)—¥
i=1

3
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m—+1 m—+1
=2) (m+1—iai1+2) (m+1-i\
=1 i=1
+2) (m =)+ |8 +2> (m—i)+|ul
i=1 i=1

= 2n() +2n(f) + || + 2n(A) + 2n(p) + |u]
= bD[Oé, ﬁ] + bc[)\,/JJ] = bec(A X B)

En effet, par le choix fait sur « et 3, on a || < |a].
O

Proposition 2.19 On a do(Ep) < do(E{) avec égalité si et seulement si,
pour tout i € {1,....m}, a; = B; ou p; = Niyq + 1.

Démonstration

Si =g, il n’y a rien & démontrer.

Supposons donc « # f3.

On sait, par la démonstration de la proposition précédente, que o (EY)
est distingué, d’ou un calcul explicite de d(¢c(Er)). Etudions le cas de
A (EY)).

Comme A est supposé spécial, ¢o(A) est distingué donc, pour tout i €
{1,....m—=1}, Bi+i—-1<aq+i—1< B +iet fp+m—1<a,+m—1.

Comme B est supposé spécial, ¢1(B) est distingué donc, pour tout i €
{1,,m—1}, [Lz—l—’L—]_ §)\Z+1—|—z§,ul+1+z

Ainsi, pour tout i € {1,...,m—1}, i+ i1 +2i—1 < a;+pip1+2i—1 <
Qip1 + Miv1 + Q(i + 1) —let a; +p; + 2(i — 1) < Biv1 + Aiv1 + 20 < Bigr +
Xire +2(i + 1), c’est-a~dire 3; + \jy1 + 20 et «; + p; + 2i — 1 sont inférieurs a
Bis1+ Niv2 +2(0+ 1) et & ayy1 + i1 +2(i + 1) — 1, donc on peut expliciter
le calcul de d(vc(EY)).

de(Ey) — do(Eg) = d(yelf + A a4+ p]) — d(elo+ X, G+ )

m+1
=Y (m+1—itm—i+1)(Biog+N\+2(-1)

=1

+Z(m—i+m—z’)(ai+ui~l—2i—1)
i—1

+me<ai + i 420 — 1, B + Niy1 + 2i)
=1
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m+1

M

(m+1—i+m—i+1)(i1+N+2(i—1))
=1

= (m—itm+1—i)(Bi+pm+2i—1)
m—Hi:1 m+1
—Z (2m + 2 — 2i)3;_ 1+Z 2m+2 —2i) (N +2(i — 1))
=1
+> " (@2m - 2i)o; + Z(Qm — 20) (i + 20 — 1)
i=1 i=1

—{—Zmin(ai + i+ 20— 1,8 + N1 + 29)

=1

m+41 m+41
=) @m 42— 20— > (2m+2 - 20)(\ +2(i — 1))
=1 =1

= @mA+1-20)8 =) (2m+ 1 — 20)(u; + 2 — 1)
i=1 i=1
m—+1

i(2m—2@ )G + Z (2m+2—2i)(\; +2(i — 1))

=1 =1

+3 (@2m = 2i)a; + Y (2m = 20) (s + 20 — 1)
i=1 i=1
+) " min(oy + i+ 20— 1, B + A + 21)

m—+1

Xm:(zm — 2i)o; — Y (2m 42— 20)(\; +2(i — 1))

=1 i=1
m

= (@m+1-2i)8 — szﬂ—m (i +2i — 1)

=1

Il

1

1

(min(oy + i, Bi + A1 + 1) = (B + ) = &

I

Il
i

()

On a & > 0, car, pour tout ¢ € {1,...,m}, on a §; < «; donc G; + p; <
a;+ pi et p; < ANy +1 done 5+ p; < 6;+ X1+ 1. Par ailleurs, on a ’égalité
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si et seulement si min(a; + g4, 5; + Aiv1 + 1) = 5; + p;, soit si et seulement
si, pour tout i € {1,...,m}, a; = B; ou p; = A\ip1 + 1.
O

Proposition 2.20 Si E est une représentation irréductible, différente de E
et de E{, apparaissant dans IndwzwaA X B alors do(E) > bpxc(AX B).

Démonstration

Si E = [6,7] est comme dans I'énoncé alors [5,7] = [a 4+ \, 8 + p] ou
[0,7] 2 [B + A\, a + p]. Alors, par le corollaire A.5, dans le premier cas,
deld, 7] > dela+ N\, B+ ) = de(EL) = bpxc(A X B) et dans le second cas,
de[0,7] > de[B+ N, a+ p) =do(E) > de(EL) = bpxe(AK B) (proposition
précédente).

O

Corollaire 2.21 Dans le cas C,, si A est dégénéré El, =0 et si A ne l’est
pas alors B, = 0 équivaut & do(E)) > do(Ep), ce qui équivaut a : il existe
i€ {l,...,m} tel que B; # oy et p; # Aip1 + 1.

Si cette condition n’est pas remplie alors El, = E.

Ceci prouve la proposition 2.14.

2.5 Résultat pour le type D,

On considére un groupe réductif connexe G tel que le centre Z(G) soit
connexe et tel que G/Z(G) soit simple de type D,,. Alors le groupe dual G*
est de type D,. Soit C une classe spéciale isolée de G*, s € T* la partie
semisimple d’un élément dans C' et W le groupe de Weyl de Cg-(s), identifié
a un sous groupe de W.

2.5.1 Cadre et résultat

Lemme 2.22 W, C W est un produit direct Wy = W, x W/ (avec n = a+b)
ou W est un groupe de Weyl de type D, et W, est un groupe de Weyl de type
Dy, (avec la convention que Wy = {1}).

Démonstration
Comme W est de type D,, W* est de type D,. Par [2], W, vu comme
sous groupe de W* est de type D, x D, avec a+ b = n. Donc W, vu comme

60



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

2.5. Résultat pour le type D,,

sous groupe de W via l'identification canonique entre W et W*, est de type
D, x Dy avec a + b = n.

O

Soit maintenant Fc € Irr(W;) un caractére spécial. Comme W est un
produit direct, alors on a Ey = [a, 5] K [\, ] ot [or, ] € Trr(W)) et [\, u] €
Irr(W}), tous deux spéciaux.

Onaa=(m < <o), B=0G1 << Bn), A= (M <o < Ay et
= (1 <00 < ).

Proposition 2.23 Avec les notations de la définition 2.3, on a :
(a) Sia=p ouX=p alors EL. =0.

(b) Siao# B, X% p et s’il existei € {1,...,m} tel que B; # oy et u; # \;
alors B, = 0.

2.5.2 Induction de D x D dans D

Il s’agit maintenant d’un paragraphe intermédiaire pour la démonstration
de la proposition 2.23. Il nous faut effectivement comprendre 'induction de
W, a W : Indyy .

Soient W, C W, et W, C W, deux sous groupes de Weyl de W, C W,
avec W/ de type D;, W; de type B; pour i =a,bouneta+b=n.

Soient [a, 5] € Irr(W)) et [\, p] € Irr(W)), on souhaite expliciter I'induc-
tion de [o, B] K [\, ] € Trr(W) x W) a W),

Posons ¢/ = Ind%xwé[a,ﬁ] B[\ p] et ¢ = Indys, . lo, B B[\ 4] =

Indy” gy, Indyys it fe, 5] KA, 4.

¥ est explicitement connu par les deux paragraphes 2.4.2 et 2.3.2, on
cherche donc v’ en fonction de v ; plus précisément, on cherche cela en termes
de symboles.

Par transitivité de Uinduction, on a ¢ = Indjz ¢,

W est somme de représentations irréductibles © ¢/ = S0/ + 3 ©) ot les
W} sont non dégénérés et les O} sont dégénérés.

On a:

Indyre = 37 Indjyr W) + > Indyn 0 = S (¥ + 0;) + 5 6;

avec W; est la représentation de W, correspondant a [y,d] et ¥; celle
correspondant & [0,7] si W} correspond & [, ] et ©; est la représentation de
W, correspondant a [9, ] si © correspond a [, d].
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Alors Res%}@j = @} + @? avec, en termes de symboles, @Jl- et @? para-
métrées par le méme symbole dégénéré [, d].

Donc

Resgzw = Resgzlndgztb’ =2y U+ 3 (01 +03) = (XU +>6l)+
(X2 Wi +3267)

Ce qui donne, en termes de symboles, 21

Ainsi, en termes de symboles, on induit [«, 5] X [\, p] & W, x W, avec la
section 2.4.2, puis on induit le résultat a W,, avec la section 2.3.2, on réduit
cette expression en confondant [4,7] et [v,d]. On obtient une combinaison
linéaire de symboles a coefficients entiers naturels pairs dont il suffit de di-
viser tous les coefficients par 2 pour obtenir la décomposition en termes de

symboles de Ind%wa, o, B] [\, ).

2.5.3 Démonstration de la proposition 2.23

Soient W, C W, et W, C W, deux sous groupes de Weyl de W, C W,,,
avec W/ de type D;, W, de type B; avec i =a, bounet a+b=n.

Soient A = [a, f] € Irr(W)), B = [\, ] € Irr(W)). On suppose A et B
spéciaux. Quitte & échanger « et 3 (respectivement A et ), on peut supposer
que, si (I, J) = ¢ola, B] (respectivement (I, .J) = ¢o[A, u]) et m est la longueur
de I (et donc de J également) alors J; < I} < Jp < -+ < J,, < I,,. Ceci
impose en particulier |3| < |af et |u| < |Al.

Soit By, € Irr(W/) défini dans la proposition 2.1 pour Ex = [o, ] K
(A, p] € Irr(W) x Wy).

On a Ind%;}wa, [, B] K [\, ] = Ind%ngbInd%g%[a,ﬂ] X [\, u], ce qui

vaut d’aprés les sections 2.4.2 et 2.3.2, selon les cas :

e Sia# (et A# pu, alors
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Indys e, 5] B A, 4]

Wi xW}]
= Indy” .y, ([, B B[N, ] + [B, o] RN, p] + o, 5] B 11, A] + [, 0] B [ps, A))
=+ A B+4
+ somme de représentations [0, y] avec [0,7] 2 [a+ A, 5 + y]
+ B+ A o+ p
+ somme de représentations [0, y] avec [0,7] 2 [+ A\, a + y
+ [+ p, B+ Al
+ somme de représentations [0, y] avec [0,7] 2 [ + p, B + A
+ (64 p, o+ Al
+ somme de représentations [0, 7] avec [0,7] 2 [0+ p, a + A]

On en déduit avec la paragraphe 2.5.2 :

Indyy? o, 8] B A, 4
=la+ A0+

+ somme de représentations [0, 7] avec [0,7] 2 [a + A, 5+ y
+ B+ X a+

+ somme de représentations [0,7] avec [0,7] 2 [B+ A, o + ]

e Si un seul des deux symboles A ou B est dégénéré (A par exemple)
alors

Indyy7, [ B R [, g
= Indy o, (o, B] B[N, ] + [, B] R [, A])
= [a+ X5+ 4]
+ somme de représentations [0,7] avec [0,7] = [+ A, 5 + y]
+ [a + p, B+ Al
+ somme de représentations [0,7] avec [0,7] = [a+ p, 5+ A]

On en déduit avec la paragraphe 2.5.2 :
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IndW7Xw/[ , B] KA, ]
+ somme de représentations [d,7] avec [0,7] 2 [a + A, 5 + y

e Si les deux symboles A et B sont dégénérés alors

Indwnxw’[& ﬁ] [ 7#]
= Ind%swa[ 7ﬁ] X [/\HU’]
=[la+X B+

+ somme de représentations [0,7] avec [0,7] = [a+ N, 5+ 4]
On en déduit avec la paragraphe 2.5.2 :

Indwl fo[ , B & [A, ]
+ somme de représentations [0, 7] avec [0,7] 2 [a+ A, 5 + 1]

e Ainsi on peut résumer que si A ou B est dégénéré alors

Indwf xW/[ , B & [A, ]
- [a + )‘7 ﬁ + :u]
+ somme de représentations [0, y] avec [0,7] 2 [a + A, 5 + y

Proposition 2.24 E[, est paramétré par o+ N, 5 + p].

Démonstration
e Si A ou B est dégénéré, le résultat est clair.
e Sinon, il suffit de voir bpla + X, B+ p] < bp[B+ X, o+ p].

Mais on a bpla + A, 3 + 1] = bpla, 5] + bp[A 4] = bpl6, a] — o] + 15| +
la| + |8] < bp[B + A\, + u]. Effectivement,
on a supposé que, si (I,J) = ¢gla, 3] et m est la longueur de I (et donc
de J également) alors J; < [} < Jy <

O
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Remarque 2.25 Si les deux symboles A et B sont non dégénérés, on note
E{ la représentation paramétrée par [5G+ A\, o + p.

Proposition 2.26 On a dp(E) = bpxp(AX B).

Démonstration

Cela découle des propositions 2.1 et 2.24. Cependant, nous allons tout de
méme faire le calcul explicite.

Comme A est supposé spécial, ¢g(A) est distingué donc, si a et 3 ont
méme longueur m, on a, pour tout i € {2,...,m}, ;_1+i—2<G;i+i—1<
a;+i1—1et 01 < aj.

Comme B est supposé spécial, ¢o(B) est distingué donc, si A et p ont
méme longueur m, on a, pour tout i € {2,...,m}, N\ 1 +i—2<p;+i—1<
)\Z—i‘l—l et M1 S/\l

Ainsi, pour tout i € {2,...,m}, 1+ ANi_1+2(i—2) < Gi+pui+2(i—1) <
a;+ N +2(0—1) et By + 1 < ag + Ap, cest-a-dire p(FE) est distingué.

Effectivement, ¢¥p(E) = ¢o(A) + ¢o(B).

(a1 o axt+1l az+2 ... oyt
¢0(A>_(61 Bot1 Byt2 .. fact

Ao A+l As+2 0 A+
p o pe+ 1 ps+2 0+

¢o(B) = (

a1+/\1 062+)\2—|—2 063+)\3+4 am—i—)\m—i—Z(m—l)

¢D(E5):<51+u1 Botpis+2 Bs+pg+d oo Bt pim+2(m—1)

On en déduit :

dp(Eg) = d(¥p(Ep))

B , n m(m—1)(4m —5)
= me(c, d)— 3

:Z(m—z’+m—i)(ai+/\i+2(i—1))

3

m(m — 1)(4m — 5)

(=i m o L= 0B i+ 2(i = 1) -

2i(m—z a,+2z

=1
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m

+2 Z(m — )8 + 8] + QZ(m — i)p; + |l
= 2n(a) + 20(8) + 18] + 20(A) + 2n(1) + ]
= bD[O(, ﬂ] + bD[)\,,u] = bDXD(A X B)

En effet, par les choix faits sur «, 3, A et p, on a |B] < |af et |u| < |A.
O

Proposition 2.27 On a dp(E) < dp(Ej) avec égalité si et seulement si,
pour tout i € {1,...,m}, a; = B; ou \; = ;.

Démonstration

Si A ou B est dégénéré, il n’y a rien a démontrer.

Supposons donc que A et B sont non dégénérés.

On sait, par la démonstration de la proposition précédente, que ¢¥p(Ef)
est distingué, d’on un calcul explicite de d(¢¥p(Ey)). Etudions le cas de
d(p(EY)).

Comme A est supposé spécial, ¢g(A) est distingué donc, pour tout i €
{1,...om—=1}, Bi+i—-1<a+i—1< B +iet fpn+m—1<a,+m—1.

Comme B est supposé spécial, ¢o(B) est distingué donc, pour tout ¢ €
{1,...om=1}, pi+i—1< N+i—1<p1+ietpp,+m—1<X\,+m—1.

Ainsi, pour tout i € {1,...,m—1}, Bi+ N +2(i—1) < o+ pi1+2i—1 <
Qi1+ pip1+20 et o+ +2(0—1) < B+ XN +2i—1 < By + X1 +2(0 - 1),
donc on peut expliciter le calcul de d(¢p(EY)).

dp(Ey) — dp(Eg) = d(¥plf + A o+ pl) — d(vhpla + A, 8+ pl)

_ Z(Zm —20)(B; + A +2(i — 1))

m

+ > (2m — 20)(ay + i + 23 — 1))

i=1
m

+> min(ay + i +2(i — 1), B + N +2(i — 1))

=1
m

= (2m = 2i) (o + A+ 2(i — 1))

i=1
m

=S (@m — 20+ 1) (B + i + 20— 1)

i=1
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(min(a; + i +2(0 = 1), 8; + A+ 2(0 = 1)) — (B + pa + 2(i — 1))

I
NE

1

()

I
NE

(min(e; + pi, Bi + i) — (Bi + i) = &
1

)

On a & > 0, car, pour tout ¢ € {1,...,m}, on a 3; < o et u; < \;. Par
ailleurs, on a I’égalité si et seulement si min(«a; + i, 3 + \i) = 5; + i, soit
si et seulement si, pour tout ¢ € {1,...,m}, oy = 3; ou \; = p;.

O

Proposition 2.28 $i E est une représentation irréductible, différente de Eg

et de Ej, apparaissant dans Ind%}xw,A X B alors dp(E) > bpxp(AX B).
a b

Démonstration

Si E = [6,7] est comme dans I'énoncé alors [5,7] = [a+ A, 8 + p] ou
[0,7] 2 [B + A\, o + u]. Alors, par le corollaire A.5, dans le premier cas,
dp[d,v] > dpla+ X\, B+ u] = dp(EL) = bpxp(A K B) et dans le second cas,
dD[(S, ’7] > dD[ﬂ + )\, o+ ,u] = dD(E(I]/) > dD(E/C) = beD(A X B)

O

Corollaire 2.29 Dans le cas D, si A ou B est dégénéré El, = 0 et sinon
alors El. = 0 équivaut 4 dp(E{) > dp(Ef), ce qui équivaut & : il existe
i€ {l,...,m} tel que B; # oy et p; # \;.

Si cette condition n’est pas remplie alors Ef, = E.

Ceci prouve la proposition 2.14.

2.6 Les types exceptionnels

Pour déterminer les types possibles pour W, dans W*, on utilise toujours
[5, proposition 2.3.4]. Afin de connaitre le type de W dans W (via I'identifi-
cation entre W et W*), il convient d’ajouter des “tilde” 1a ou il n’y en a pas
et de les oter 1a ou ils sont présents (cela n’interviendra que pour les types
Go et Fy). Effectivement, I'identification entre W et W* échange les racines
courtes et les racines longues et un “tilde” sur le type A correspond & une
composante de type A formée de racines courtes.

67



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

CHAPITRE 2. INDUCTION ET INVARIANTS

Nous allons donner, pour chaque type exceptionnel, des tables indiquant
les cas ou E, # 0, que l'on a déterminé a P’aide du systéme CHEVIE [12]
sous le logiciel GAP. Nous allons également donner dans ces tables les groupes
Go (Go = Gr ou F est la famille contenant E¢) et A(u) (u € O, O classe
unipotente associée & E. via la correspondance de Springer) correspondant
a C a l'aide des résultats du chapitre 1 car cela nous intéressera au chapitre

suivant.

On rappelle que les diagrammes de Dynkin sont numérotés comme cela

est indiqué en page 16.

Table 2.30 E7. # 0 en type G,

Type de W,  Ec E.  El Go Au)
A x A, 1IR2 ¢y ¢, 1 S
Table 2.31 E. # 0 en type F}

Type de W, Eco Ej E( Go  Au)

C, 2,11] 12 6, 6, 6,
Ag % Ay 2XK2 9, 2 1 &,
411 4, 23 1 G

Ay X Ay 111X 12 12 93 1 S,
12X 3 44 23 1 S,

Bsx A, [IL1K11 12 9, 1 6,
[1,1]K2 12 9546, &, 6y

Table 2.32 E, # 0 en type Eg

Type de W, Ec E. E! Gc Au)
As X Ay 1122 X 2 80, 90, 1 S;
1113X 11 80, 90, 1 S3

114K2 30, 15, 1 &,

Ay x Ay x Ay 111XK3X3 30, 15, 1 S,
3RI111K3 30, 15, 1 &,

33111 30, 15, 1 &,
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Table 2.33 E. # 0 en type E;

Type de Wi Ec E, El Go Au)
D x A, [IL,1111] K2 315, 280, 1 G
[12,12] 2 315, 280, 1 &,

2,112] K2 405, 189, 1 G,

[11,13) X 11 315, 280, 1 &3

[1,113] K2 315, 280, &, &

A 11123 512/ 512, 1 S,
11114 420, 336, 1 G,

1124 315, 280, 1 &

125 120, 105, 1 &,

116 56, 21, 1 S,

As x Ay 11112X 12 512, 512, 1 S,
11112 X 3 420, 336, 1 S,

1113 X 12 315, 280, 1 S;

123X 3 120, 105, 1 S,

114X 12 120, 105, 1 Ss

114X 3 56, 21, 1 Ss

15X 111 120, 105, 1 S,

6X111 56/, 21, 1 Gy

Ay x Az x A, 111K I3K2 315, 280, 1 &
112X 13X2 120, 105, 1 S,

112X4X 11 120, 105, 1 S,

112X 41X 2 56, 21, 1 Ss

22X22X 11 189, 15, 1 So
13R1111K2 315, 280 1 G,
13X112XK2 120, 105, 1 S,

4X 112X 11 120, 105, 1 S,

A 112X 2 56, 21, 1 S,
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Type de W, Ec E. E{ Go  Au)
Ds [112,112] 4480, 4536, + 5670, 1  Gs
[12,1112] 7168, 5600, 1 &
2, 1122] 4480, 5670, 1 &
[11,1113] 4480, 1400, + 4536, &, &s
+5671,
[13,13] 1400, 1575, 1 G
11, 24] 1400, 1575, 1 G
12, 14] 1400, 1008, 1 G
2, 114] 1400, 1575, G, Gy
[1,115] 1400, 1008, Gy G
Ay 111123 1480, 4536, + 5670, 1 &
11133 4200, 3360, 1 P
11124 4096, 4096, 1 S,
1134 1400, 1575, 1 S;3
11115 2268, 1296, 1 S,
1125 1400, 1008, 1 G;
225 700, 300, 1 P
126 210, 160, 1 S,
117 112, 28, 1 S,
A % A, 1111311 4480, 4536, + 5670, 1 &
11123 X 11 4200, 3360, 1 Sy
11123 X 2 4096, 4096, 1 S,
1133 X 11 3240, 1050, 1 G
11114 X 11 4096, 4096, 1 P
11114 X 2 2268, 1296, 1 G
1124 X 11 1400, 1575, 1 S;3
1124 X 2 1400, 1008, 1 S;3
224 K 2 700, 300, 1 S,
44X 11 560, 50, 1 P!
1115 X 11 1400, 1008, 1 S3
125X 2 210, 160, 1 G
116 X 11 210, 160, 1 S,
116 X 2 112, 28, 1 S,

d suivre
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Suite de G de type Ey

Type de W, Ec E E{ Go  A(u)
Ay x Ay x A, 111111K12K2 4480, 4536, + 5670, 1  Gs
11112X 12X 11 4200, 3360, 1 S,
11112 X 12X 2 4096, 4096, 1 S,
11112 X3 X 11 4096, 4096, 1 G,
11112 X 3 X 2 2268, 1296, 1 GP!
1122X 12X 11 3240, 1050, 1 S,
1122 X 12X 2 1400, 1575, 1 S3
1122X 3K 2 1400, 1008, 1 S3
222K 111 X 11 2240, 175, 1 CH
222K 3 X 2 700, 300, 1 G,
1113 X 12X 11 1400, 1575, 1 S3
1113 X 12X 2 1400, 1008, 1 S3
1113 X3 X 11 1400, 1008, 1 S5
123X 3K 2 210, 160, 1 S,
33X 12X 11 560, 50, 1 GP
114X 111 X 2 700, 300, 1 G,
114X 12X 2 210, 160, 1 S,
114X 3X 11 210, 160, 1 S,
114X 3K 2 112, 28, 1 S,
15X 111 X2 210, 160, 1 GP
6X111 KX 11 210, 160, 1 GP!
6XK111X2 112, 28, 1 GP
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Suite de G de type Eg

Type de W, Ec E. E{ Go  Au)
Ay x Ay 11111 X 23 4200, 3360, 1 S,
11111 X 14 4096, 4096, 1 S,
11111 X 5 2268, 1296, 1 S,
1112 X 23 1400, 1575, 1 G;
1112 X 14 1400, 1008, 1 G;
122K 5 210, 160, 1 G
113X 113 700, 300, 1 Sy
113X 14 210, 160, 1 S,
113X 5 112, 28, 1 S,
23X 11111 4200, 3360, 1 P
23X 1112 1400, 1575, 1 S3
14X 11111 4096, 4096, 1 S,
14X 1112 1400, 1008, 1 S;3
14X 113 210, 160, 1 S,y
5X 11111 2268, 1296, 1 P
5 X122 210, 160, 1 S,
5X 113 112, 28, 1 S,
D5 x A [11,111]®22 4200, 3360, I 6,
[11,111] K13 4096, 4096, 1 6,
[11,111] K4 2268, 1296, 1 &
[1,1111] K 112 4480, 5670, 1 s
[1,1111] K4 2800, 2100, 1 6,
[11,12]®22 1400, 1575, 1 &
[11,12] K13 1400, 1008, 1 G
[1,112] K13 1400, 1575, G, G
1,112 K4 1400, 1008, Gy G
[2,1112] K22 6075, 700, 1 &,
2,12] K 4 210, 160, 1 6,
(2,113 K13 1400, 1008, 1 6
2,3 K 1111 1400, 1575, 1 &
1,4 ®1111 1400, 1008, 1 G
1,4K112 210, 160, 1 6,
(2,5 K112 112, 28, 1 6,
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2.6. Les types exceptionnels

Suite de G de type Ey

Type de W, Ec E E{ Go  A(u)

Eg x Ay 1, X111 112, 28, 1 S,
6, X111 210, 160, 1 S,

6; X111 2240/, 840/, 1 S,

6; X 12 4096/, 4096/, 1 S,

6, 3 2800 2100/ 1 &

24,X 3 700, 300, 1 S,

30, K12 4480, 4536,+ 5670, S, &

60;, X 12 4200, 3360, 1 S,

60;7 X 3 4096, 4096, 1 S,

64,3 210, 160, 1 &,

64;, X111 4480, 5670, 1 S;

64;7 X 3 2800, 2100, 1 S,

81, X 12 1400, 1008, 1 S3

81; X 12 4096, 4096, 1 S,

81; X3 2268, 1296, 1 GP

B x A, 27 X2 1400’ 1008’ I 6,
168, X 2 700, 300, 1 G,

189/ X 2 1400, 1008, 1 S3

210, X 11 1400, 1008, 1 S3

210/, X 2 5600’ 2400/ 1 6,

315,02 4480, 4536, +5670, G5 G

405, X 2 1400, 1575, G, 63

405, K11 4480, 4536, + 5670, G, 6
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Chapitre 3

Démonstration du théoréme A
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Le but de ce chapitre est de compléter la démonstration du théoréme
A. Dans un premier paragraphe, on va rappeler les notations et ’énoncé
du théoréme. D’aprés M. Geck [9], on va ensuite expliquer la réduction du
probléme & un probléme sur la correspondance de Springer et les d-invariants
des caractéres des groupes de Weyl. En utilisant les résultats des chapitres 1
et 2, on va ensuite pouvoir résoudre ce dernier point.
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3.1 Notations et réduction du probléme

Rappelons le cadre dans lequel on se place. Soit G' un groupe connexe
réductif tel que son centre Z(G) est connexe et G/Z(G) est simple. Fixons une
classe spéciale et isolée C' dans G*, elle correspond, comme nous ’avons vu
au chapitre précédent a une paire (s, F) € P(G). Comme dans [20, chapitre
4] et le chapitre 1, on peut associer & F un groupe fini Gz que I'on notera
aussi Go. Soit O = &5(C) la classe unipotente de G correspondant a C, ou
®4 est Iapplication définie dans le chapitre 2.

Théoréme A Soit C' une classe isolée et spéciale de G* et O = g(C)
le support unipotent des faisceauz-caractéres dans G (théoréeme 2.2). On
suppose que

Go ~ Cc(“)/Cg(u)o ot u € 0. (*)

Soit Xo = {A € Ge, Alo # 0}. Alors Uapplication A — Alo définit
une bijection entre X¢ et l'ensemble des systéemes locauz trréductibles et G-
équivariants sur O.

Citons un théoréme de M. Geck [9, théoréme 4.5] qui nous permet de
réduire la démonstration du théoréme A & certaines propriétés de la corres-
pondance de Springer.

Théoréme 3.1 Avec les hypothéses précédentes, supposons que [’hypothése
(x) soit satisfaite et que EY. = 0 (voir définition 2.3). Alors U’énoncé du
théoreme A est vrai.

Remarque 3.2 Dans son article [9], M. Geck définit la notion de paire “goo-
d” |9, paragraphe 4.4] comme une paire (s, F) € P(G) vérifiant 'hypothése
(x) et B = 0.

Ainsi, on voit qu’il suffit de montrer le résultat suivant :

Proposition 3.3 Avec les hypothéses précédentes, soit C' une classe spéciale
et isolée dans G* telle que Uhypothése (x) soit satisfaite. Alors on a automa-
tiquement El, = 0.

On va démontrer cette proposition, cas par cas selon les types de groupes
de Weyl fini. Nous souhaitons également donner une traduction combinatoire
de 'hypothése (x).

76



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

3.2. Type A,

3.2 Type A,

Le résultat est, dans ce cas, trivial d’apreés la proposition 2.5. On rappelle
que, dans le type A,_1, d(E) = b(E) et El. = 0 pour toute classe spéciale C'
de G*. En particulier, la proposition 3.3 est vraie.

3.3 Type B,

On se place dans le cadre explicite du paragraphe 2.3.

Soient W, et W}, deux sous groupes de Weyl de W,,, chacun étant respec-
tivement de type B,, B, et B, avec a + b = n.

Soient A = [a, 5] € Irr(W,), B = [\, p] € Irr(W,), tous deux spéciaux
tels que Ec = [a, ] W [\, u] € Irr(W, x W,).

Soit B, = [a 4+ A, B + ] la représentation irréductible de W, introduite
au paragraphe 2.3.

La proposition 2.7 montre que I'on a toujours £, = 0 donc la proposition
3.3 est vraie dans ce cas.

Remarque 3.4 On rappelle qu'il est donné, dans |23, paragraphe 4.10], un
résultat plus général que ce corollaire.

Nous allons maintenant donner une interprétation combinatoire de I’hy-
pothése (k).

Soient A = [, 3], B = [\, pu] et C = [a+ A, §+ p]. On suppose A et B
spéciaux.

Notons Z4 I'ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans
®1(A), Zp I'ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans ¢;(B)
et Z Pensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans ¢ 5(C). On

a ¥p(C) = ¢1(A) + ¢1(B).

a; as+1 az3+2 Qi1 +m
A p—
#i{4) ( B GAl . Bt (m—1) )
)\1 )\24’1 >\3+2 )\m+1—|—m
B pr—
@1(B) ( Hi pe+1 oot (m—1)
1/} (C):(a1+)\l 062+>\2+2 053+)\3+4 Oém+1+)\m+1+2m>
b Bi+p Potpe+2 o0 But i +2(m—1)
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Avec le paragraphe 1.5.1 et le corollaire 1.14, 'hypothése (k) s’écrit alors :

_1Zal =1, 1Z6] -1

Z)~]—1
2/~ | : .

2|2/ ~ [ = [Zal + %8

Si, dans ¢1(A) et dans ¢1(B) toutes les entrées sont distinctes alors, dans
Yp(C), toutes les entrées sont distinctes et la différence entre deux entrées
différentes de 1p(C) est supérieure & 2. Donc 2|7/ ~ | = 2(2m + 1) et
|Za| + |ZB| = 2(2m + 1). Donc, dans ce cas, 'hypothése (x) est vérifiée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥5(C), on crée une égalité (|Z/ ~ |
diminue de 2) alors, au méme emplacement dans ¢;(A) et dans ¢;(B), on crée
une égalité (| Z4]+|Zp| diminue de 4), donc la relation 2|7/ ~ | = |Z4|+|Z5]|
est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole ¢5(C'), on crée une différence de 1
(|Z] ~ | diminue de 1) alors, au méme emplacement dans ¢;(A) ou dans
¢1(B), on crée une égalité et au méme emplacement, dans I'autre symbole,
on crée une différence de 1 (|Z4| + |Zp| diminue de 2), donc la relation
2|17/ ~ | = |Za|l + |Zp| est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥5(C), on préserve une différence
supérieure a 2 (|Z/ ~ | inchangé), mais qu’on crée, au méme emplacement
dans ¢1(A) ou dans ¢(B), une égalité (|Za| + |Zp| diminue de 2), donc la
relation 2|Z/ ~ | = |Za| + |Zg| n’est pas préservée et devient 2|2/ ~ | >
| Zal + | ZB|.

Ainsi, avec le paragraphe A.2, 'hypothése (x) est vérifiée pour AKX B si et
seulement si, dans ¢1(A) et dans ¢, (B), s’il y a une égalité a un emplacement
dans un des deux symboles alors, dans l'autre, il y a une égalité ou une
différence de 1.

3.4 Type C,

On se place dans le cadre explicite du paragraphe 2.4.

Soient W, et W, deux sous groupes de Weyl de W,,, avec W/ de type D,,
Wy de type Cy, W, de type C,, et a + b = n.

Soient A = [a, B8] € Irr(W)), B = [\, u] € Irr(W}). On suppose A et B
spéciaux. Quitte a échanger « et (3, on peut supposer que, si (1, .J) = ¢, f]
et m est la longueur de I (et donc de J également) alors J; < [} < Jp <
e < I < .
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Soit E¢ = [a, 5] X [\, p] € Irr(W! x Wh).
Soient Ef, = [a + A\, B+ p] et E] = [0+ A\, o+ pl, les représentations
irréductibles de W, introduites au paragraphe 2.4.

3.4.1 Traduction combinatoire

D’aprés la proposition 2.14, I'égalité £, = 0 est automatiquement vérifiée
si A est dégénéré. Si A ne l'est pas alors il suffit de voir que ’hypothése (x)
entraine do(E() > do(Ep), c’est-a-dire que hypothése (x) implique qu’il
existe 1 € {1,...,m} tel que §; # oy et p; # Niv1 + 1.

3.4.2 Signification de ’hypothése (x)

Soient A = [o, 3], B = [A\,u] et C = [a+ A\, B+ p]. On suppose A et
B spéciaux. Soit D le symbole obtenu en ajoutant 1 a toutes les entrées de
¢o(A) et en rajoutant un zéro au début de la premiére ligne du résultat.
Quitte a augmenter m, on peut supposer que le premier terme de la premiére

ligne de ¢1(B) est 0. On a Yo (C) = D + ¢1(B).

bo(A) = ap ag+1 as+2 ... ap+(m—1)
0 B G+l [3+2 ... B+ (m—1)
D 0 au+1 as+2 a3+3 ... a,+m
fr+1 Bot+2 [B3+3 ... Butm
A A+1 A3+2 /\m+1+m
B:
#1(B) ( pr pet+l o oo gyt (m—1)
w (C)_ )\1 Oél+)\2+2 OCQ+>\3+4 am+)\m+1+2m
TN B+l Batpet+3 o B +2m—1

Notons Z4 'ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans
®0(A), Zp I'ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans ¢;(B)
et Z ’ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans 1 (C). Avec
les paragraphes 1.6.1, 1.7.1 et le corollaire 1.21, on a les résultats suivants.
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% Cas 6c =0
On suppose que do(Sprg've(C)) = 0.
Si A est dégénéré, alors ’hypothése (k) s’écrit :

_ |Zs] -1

|1Z) ~]—1 2|7/ ~|=1|Zp| +1

Sinon, ’hypothése (x) s’écrit alors :

|Z 4l Z5| -1
= T

Si, dans ¢o(A) et dans ¢1(B) toutes les entrées sont distinctes alors, dans
Ye(C), toutes les entrées sont distinctes et la différence entre deux entrées
différentes de 1 (C) est supérieure & 2. Donc 2|7/ ~ | =2(2m+1) = 4m+2
et |Zal+|Zg|—1 = 2m+2(m~+1)—1 = 4m+1. Donc, dans ce cas, I'hypothése
(%) n’est pas vérifiée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥ (C), on crée une égalité (|Z/ ~ |
diminue de 2) alors, au méme emplacement dans ¢o(A) et dans ¢1(B), on
crée une égalité (|Z4| + |Zp| — 1 diminue de 2), donc la relation 2|2/ ~ | >
|Z 4|+ |Zp| — 1 est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥¢(C), on crée une différence de 1
(|Z/ ~ | diminue de 1) alors, au méme emplacement dans ¢o(A) ou dans
¢1(B), on crée une égalité et au méme emplacement, dans 'autre symbole,
on crée une différence de 1 (|Z4] + |Zg| — 1 diminue de 2), donc la relation
2|1Z) ~ | > |Za| +|Zp| — 1 est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥ (C), on préserve une différence
supérieure a 2 (|Z/ ~ | inchangé), mais qu’on crée, au méme emplacement
dans ¢y(A) ou dans ¢;(B), une égalité (|Z4| + |Zp| — 1 diminue de 2), donc
la relation 2|Z/ ~ | > |Za| + |Zg| — 1 est préservée.

Ainsi, avec le paragraphe A.2; dans le cas ¢ = 0, si hypothése (x) est
vérifiée pour AX B alors A est dégénéré.

|Z) ~]—1 = 2|7/ ~|=1Zs|l +|ZB| -1

% Cas 0c =1

On suppose que do(Sprg've(C)) = 1.
Si A est dégénéré, alors 'hypothése (k) s’écrit :

_ 1Zp| -1

) ~|—=2
2/~ | )

2|7/ ~|=1|Zp|+3
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Sinon, ’hypothése (x) s’écrit alors :

_ 1zl
2

|Zp| —1

Z) ~|—2 1+ = 2|Z) ~ | =|Za| +|Zp| + 1

Si, dans ¢o(A) et dans ¢1(B) toutes les entrées sont distinctes alors, dans
e (C), toutes les entrées sont distinctes et la différence entre deux entrées
différentes de ¢ (C') est supérieure a 2. Donc 2|7/ ~ | =2(2m+1) = 4m+2
et | Zal+|Z|+1 = 2m+(2m—+1)+1 = 4m+2. Donc, dans ce cas, 'hypothése
(%) est vérifiée.

e Si, & un emplacement du symbole 1o(C), on crée une égalité (|Z/ ~ |
diminue de 2) alors, au méme emplacement dans ¢o(A) et dans ¢1(B), on
crée une égalité (|Z4| + |Zp| + 1 diminue de 4), donc la relation 2|Z/ ~ | =
|Za| + |ZB| + 1 est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole o (C'), on crée une différence de 1
(|Z/ ~ | diminue de 1) alors, au méme emplacement dans ¢g(A) ou dans
¢1(B), on crée une égalité et au méme emplacement, dans 'autre symbole,
on crée une différence de 1 (|Z4] + |Zg| + 1 diminue de 2), donc la relation
2|1Z) ~ | =|Za|l +|Zp| + 1 est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥ (C), on préserve une différence
supérieure a 2 (|Z/ ~ | inchangé), mais qu’on crée, au méme emplacement
dans ¢o(A) ou dans ¢;(B), une égalité (|Za| + |Zg| + 1 diminue de 2), donc
la relation 2|Z/ ~ | = |Z| 4+ |Zg| + 1 n’est pas préservée.

Ainsi, avec le paragraphe A.2, dans le cas 6c = 1 et A non dégénéré,
I’hypothése (x) est vérifiée, si et seulement si, dans D (ou de fagon équivalente
dans ¢g(A)) et dans ¢1(B), s’il y a une égalité a un emplacement dans un
des deux symboles alors, dans I'autre, il y a une égalité ou une différence de
1, c’est-a-dire :

ea;+i—1—(0;+i—1)=0 implique \j11 +7— (u; +i—1)=0ou 1.

e \iy1+i— (i +1—1)=01implique ; +i—1—(B;+¢—1) =0 ou 1.

® Biy1+i— (i +i—1)=0implique p;41 +7— (Ay1 +7) =0 ou 1.

® iiv1 +i— (Nig1 +¢) =0 implique F;11 + ¢ — (o +i—1) =0 ou 1.

3.4.3 Démonstration de (x) implique Ef. =0

Soient A = [a, 5], B = [\, u] et C = [a+ A\, B+ p]. On suppose A et B
spéciaux.
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Si A est dégénéré alors, par le paragraphe 3.4.1, 'égalité Ef, = 0 est
automatiquement vérifiée.

Supposons donc A non dégénéré et que A X B vérifie la condition (k).
Nécessairement, par le paragraphe 3.4.2, 6¢(Sprg'vc(C)) = 1.

Alors, par le corollaire 1.21, il existe, dans Z, une classe (autre que la
classe de 0) de cardinal impair, en particulier, il existe ¢ € {1,...,m} tel que
Bi + i + 2t — 1 < a; + \jr1 + 21 et la différence est supérieure ou égale a 2.
Alors, d’aprés le paragraphe 3.4.2, on a nécessairement 3; +i—1 < a; +7— 1
et i +1—1 < Ny +idone 3; < o et pu; < A\ip1 + 1, et on conclut par le
paragraphe 3.4.1.

Ainsi, I'hypothése () implique Ef, = 0, ¢’est-a~dire la proposition 3.3 est
vraie dans le cas C),.

3.5 Type D,

On se place dans le cadre explicite du paragraphe 2.5.

Soient W, et W, deux sous groupes de Weyl de W), avec W, de type D;
aveci=a,bouneta+b=n.

Soient A = [a, 8] € Irr(W)), B = [\, p] € Irr(W}). On suppose A et B
spéciaux. Quitte & échanger « et 3 (respectivement A et ), on peut supposer
que, si (I, J) = ¢ola, B] (respectivement (I, .J) = ¢o[A, u]) et m est la longueur
de I (et donc de J également) alors J; < ) < Jo < -+ < J,, < Iy,

Soit E¢ = [, B] K[\, ] € Irr (W] x WY).

Soient B, = [a + N\, B+ u| et E] = [0+ A\, a + | les représentations
irréductibles de W, introduites au paragraphe 2.5.

3.5.1 Traduction combinatoire

D’aprés la proposition 2.23, I'égalité £, = 0 est automatiquement vérifiée
si A ou B est dégénéré et sinon il suffit de voir que ’hypothése (k) entraine
dp(E]) > dp(Ey), c'est-a-dire que 'hypothése (x) implique qu’il existe i €
{1,...,m} tel que B; # o, et p; # \;.

3.5.2 Signification de ’hypothése ()

Soient A = [, 5], B = [\, u] et C = [a+ A, 5+ p]. On suppose A et B
spéciaux. On a Yp(C) = ¢o(A) + ¢o(B).
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do(A) = a; as+1 az+2 ... Oém+(m—1)>

" Br Bot+1 B3+2 ... Bu+(m—1)

Go(B) = M A+ 1 A3+2 .. /\m+(m—1)>

0 1 pe+1 pus+2 o0 g+ (m—1)
bp(C) = a1+ agt+A+2 ag+A3+4 ... Oém+)\m+2(m—1))
D Bidm Botpn+2 Bs+ps+4 ..o Bt pim +2(m—1)

Notons Z4 I'ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans
®0(A), Zp 'ensemble des entrées n’apparaissant qu’une seule fois dans ¢ (B)
et Z ensemble des entrées n’apparaissant qu’'une seule fois dans ¥p(C'). Avec
le paragraphe 1.7.1 et le corollaire 1.28, on a les résultats suivants.

% Cas 6p =0

On suppose que dp(Spry,'vp(C)) = 0.
Si A et B sont dégénérés, p(C) est dégénéré et alors I'hypothése (x) est
vérifiée.
Si une seule des deux représentations A ou B est dégénérée (A par
exemple), alors 'hypothése (k) s’écrit :
|Zs|

2/~ | =1 =2 1= 207/~ | = | Zs]

Sinon, ’hypothése (x) s’écrit alors :

\Z/N\—1:|Z—2A|—1+@—1<:>2|Z/N]:\ZA|+|ZB\—2

Si, dans ¢g(A) et dans ¢g(B) toutes les entrées sont distinctes alors, dans
¥p(C), toutes les entrées sont distinctes et la différence entre deux entrées
différentes de 1pp(C) est supérieure a 2. Donc 2|7/ ~ | = dm et |Za|+|Z5| —
2 =2m+2m — 2 = 4m — 2. Donc, dans ce cas, 'hypothése (x) n’est pas
vérifiée.

e Si, & un emplacement du symbole )p(C), on crée une égalité (|Z/ ~ |
diminue de 2) alors, au méme emplacement dans ¢o(A) et dans ¢g(B), on
crée une égalité (|Z4] + |Zp| — 2 diminue de 4), donc la relation 2|2/ ~ | >
|Zal + |Zp| — 2 est préservée.
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e Si, & un emplacement du symbole ¥p(C), on crée une différence de 1
(|Z) ~ | diminue de 1) alors, au méme emplacement dans ¢o(A) ou dans
¢o(B), on crée une égalité et au méme emplacement, dans 'autre symbole,
on crée une différence de 1 (|Z4| + |Zp| — 2 diminue de 2), donc la relation
2|17/ ~ | > |Za| + |Zp| — 2 est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole 1p(C), on préserve une différence
supérieure a 2 (|Z/ ~ | inchangé), mais qu’on crée, au méme emplacement
dans ¢g(A) ou dans ¢o(B), une égalité (|Za| + |Z| — 2 diminue de 2), donc
la relation 2|Z/ ~ | > |Z4| + |Zp| — 2 est préservée.

Ainsi, avec le paragraphe A.2, dans le cas dp = 0, si 'hypothése (x) est
vérifiée pour AX B alors A ou B est dégénéré.

% Cas op =1

On suppose que dp(Spry'p(C)) = 1.

Si A et B sont dégénérés, 1p(C) est dégénéré et alors, par le corollaire
1.28, 0p(Spry'p(C)) = 0, ce qui est absurde.

Si une seule des deux représentations A ou B est dégénérée (A par
exemple), alors ’hypotheése (x) s’écrit :

z
|Z/~|—2=‘—ﬁ—1<z>2\2/~|:|ZB|+2

Sinon, I’hypothése (x) s’écrit alors :

VA 7
:‘ A‘_1+M—1<:>2|Z/N|:|ZA|+|ZB|

)~ | =2
2/~ | - -

Si, dans ¢o(A) et dans ¢o(B) toutes les entrées sont distinctes alors, dans
Yp(C), toutes les entrées sont distinctes et la différence entre deux entrées
différentes de 1p(C) est supérieure a 2. Donc 2|7/ ~ | = 4m et |Z4|+|Zp|+
1 = 2m + 2m = 4m. Donc, dans ce cas, 'hypothése (x) est vérifiée.

e Si, & un emplacement du symbole 1p(C'), on crée une égalité (|Z/ ~ |
diminue de 2) alors, au méme emplacement dans ¢(A) et dans ¢o(B), on crée
une égalité (| Z4]|+|Zp| diminue de 4), donc la relation 2|7/ ~ | = |Z4|+|Z5]|
est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole ¥p(C), on crée une différence de 1
(|Z/ ~ | diminue de 1) alors, au méme emplacement dans ¢o(A) ou dans
¢o(B), on crée une égalité et au méme emplacement, dans 'autre symbole,
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on crée une différence de 1 (|Za| + |Zp| diminue de 2), donc la relation
2|1Z) ~ | = |Za| + |Zp| est préservée.

e Si, & un emplacement du symbole 1p(C'), on préserve une différence
supérieure a 2 (|Z/ ~ | inchangé), mais qu’on crée, au méme emplacement
dans ¢o(A) ou dans ¢o(B), une égalité (|Z4| + |Zp| diminue de 2), donc la
relation 2|Z/ ~ | = |Z4| + |Zp| n’est pas préservée.

Ainsi, avec le paragraphe A.2, dans le cas 6p = 1 et A et B non dégénérés,
I’hypothése () est vérifiée, si et seulement si, dans ¢o(A) et dans ¢o(B), s'il
y a une égalité a un emplacement dans un des deux symboles alors, dans
l'autre, au méme emplacement, il y a une égalité ou une différence de 1,
c’est-a-dire :

ea;+i—1—(0;+i—1)=0implique \;, +i—1— (p; +i—1) =0 ou 1.

o\ +i—1—(u;+i—1)=01implique o, +i—1—(8;+i—1)=0ou 1.

® Biv1+i—(a;+i—1) =0 implique pir1+i— (N +i—1)=0ou 1.

® fiv1+i—(N+i—1)=0implique G171 +i— (a; +i—1)=0ou 1.

3.5.3 Démonstration de (x) implique E/, =0

Soient A = [, 3], B = [\, pu] et C = [a+ A, 5+ p]. On suppose A et B
spéciaux.

Si A ou B est dégénéré alors, par le paragraphe 3.5.1, 'égalité £, = 0
est automatiquement vérifiée.

Supposons donc A et B non dégénérés et que A X B vérifie la condition
(*). Nécessairement, par le paragraphe 3.5.2, 0p(Spry'vp(C)) = 1.

Alors, par le corollaire 1.28, il existe, dans Z, une classe de cardinal impair,
en particulier, il existe i € {1,...,m} tel que G;+p;+2(i—1) < ay+N\+2(i—1)
et la différence est supérieure ou égale a 2. Alors, d’aprés le paragraphe 3.5.2,
on a nécessairement 3, +1 — 1 < a;+i—1let y;+1—1< \;+7—1 donc
B < ay et p; < A;, et on conclut par le paragraphe 3.5.1.

Ainsi, 'hypothése (x) implique Ef. = 0, ¢’est-a-dire la proposition 3.3 est
vraie dans le cas D,,.

3.6 Types exceptionnels

Le résultat est clair dans le cas des groupes exceptionnels. En effet, il
suffit d’examiner les tables du paragraphe 2.6 : les classes spéciales isolées C'
de G* ne vérifiant pas E, = 0 ne vérifient pas 'hypothése (*) non plus.
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Théoréme B pour les groupes
classiques et Frobenius

Sommaire
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Le but de ce chapitre est de démontrer le théoréme B. A T'aide des cha-
pitres précédents, la démonstration est purement combinatoire pour la pre-
miére partie du théoréme. Pour ce qui est de la seconde, elle met en jeu
la F-stabilité. Il s’agit donc d’introduire la notion de Frobenius, ce qui nous
ameéne a travailler sur des groupes finis. Dans ce chapitre, on s’intéressera a la
démonstration du théoréme B pour les groupes classiques. Le cas des groupes
exceptionnels sera étudié au chapitre 5. Notons que le type 3D, sera considéré
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comme exceptionnel et qu’il n’interviendra pas dans les cas classiques, on ne
parlera donc pas de ce type dans ce chapitre.

4.1 Théoréme B et F'-stabilité

Soit G un groupe réductif connexe de centre Z(G) connexe en bonne
caractéristique muni d’un endomorphisme de Frobenius F. On impose que
tous nos choix soient F'-stables : T', T™, ainsi que les sous groupes de Borel
définissant les racines positives et donc les racines simples.

Théoréme B Supposons que G/Z(G) soit simple. Soit O une classe unipo-
tente de G. Alors il existe une classe spéciale et isolée C' dans G* telle que
O = &5(C) et telle que Uhypotheése (%) soit satisfaite. En d’autres termes,
O : P(G) — Xg, restreinte auz classes isolées et vérifiant ’hypothese
(x) est surjective.

En plus, si O est F-stable, alors C' peut étre choisie F'-stable également.

Un résultat de ce type a été énoncé par G. Lusztig, dans son livre |20,
paragraphe 13.3]. Nous fournissons ici une preuve, en précisant, pour toute
classe unipotente O de G, une classe spéciale isolée C' dans G* avec O =

D (C).

On sait que, si C' est F-stable , alors O = ®4(C) € X est F-stable |20,
paragraphe 13.4].

Le sens de “C est F-stable” est clair, en revanche, il nous faut exprimer
le sens de la F-stabilité d’une paire (s, F) € P(G) de facon a ce que les deux
définitions soient compatibles avec la correspondance entre les paires et les
classes spéciales de G*.

On rappelle que l'on identifie W* et W.

Définition 4.1 On dit qu’une paire (s, F) € P(G) est F-stable si on a les
conditions suivantes. On rappelle que s € T* et que T* est F-stable. On
suppose que la W-orbite de s est F-stable. Donc il existe w; € W tel que
wysw;! = F(s). Soit w; 'unique élément de longueur minimale ayant cette
propriété. Alors Papplication ¢p : W, — W, w —— F(wyww; ") est un
automorphisme de W,. On suppose aussi que F est invariante sous ¢g.
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D’aprés [20, paragraphes 8.4 et 2.15|, si la paire (s, F) correspond a la
classe spéciale C' de G* via l'explication donnée au début du chapitre 2, on
a :

(s,F) est F-stable <= (' est F-stable.

Notons cette remarque importante : d’aprés [20, paragraphe 2.15], on sait
que ¢ (définition 4.1) préserve globalement le systéme de racines simples de
Ws. Le nombre de choix possibles pour ¢p est donc trés restreint.

D’aprés |20, paragraphe 4.17|, si F est invariante sous ¢p alors toute
représentation de la famille F est ¢p-stable. En particulier, 'unique repré-
sentation spéciale Ex de F est ¢p-stable.

L’action de ¢p sur le diagramme de Dynkin peut induire une permutation
de composantes connexes égales et, modulo cette permutation, les différents
cas de I'action de ¢ sur chacune des composantes connexes sont décrits dans
|3, paragraphe 1.19], il s’agit de I’action d’un Frobenius que 1’on notera F”. F”
correspond donc a 'action de ¢ sur une composante connexe de W, stable
par F. Nous allons nous intéresser tout d’abord a ce dernier point.

4.1.1 F'-stabilité des représentations

Si W est un groupe de Weyl de type A,,_1, B, ou C,, toutes les repré-
sentations de W sont F’'-stables. En effet, le Frobenius est soit trivial, soit
intérieur (cas 2A,_1).

Si W est de type D, et F’ est trivial, alors toutes les représentations de
W sont F'-stables.

Reste uniquement le cas de W de type D, et F’ agit comme suit (on
rappelle que le cas 3Dy n’intervient pas dans le traitement des cas classiques)

Ce probléme est résolu dans [14, paragraphe 5.6].
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Proposition 4.2 Si (o, 8] € Irr(W)) ou W] est un groupe de Weyl de type
D,, sur lequel le Frobenius F' échange deuz racines alors [, 5] est F'-stable
st et seulement si o # 3. En résumé, une représentation est F'-stable si et
seulement si elle est non dégénérée.

4.1.2 Existence de s comme dans la définition 4.1

On souhaite montrer dans ce paragraphe qu’il existe s € T* dont la W-
orbite est F-stable et dont le centralisateur est de I'un des types décrits aux
chapitres précédents pour les groupes classiques de type B,,, C, et D,,.

Les centralisateurs des éléments semisimples sont en principe connus (|5]
ou [2]). Néanmoins, la détermination exacte du type du centralisateur et
de l'action du Frobenius est parfois assez délicate [29, paragraphe 4]. C’est
pour cela que nous proposons ici de présenter en détail les résultats sur les
centralisateurs dont nous aurons besoin.

Soit k une cloture algébrique de F,. On munit tous nos groupes algé-
briques d’un endomorphisme de Frobenius F'.

On définit les groupes matriciels Spoy,(k), O2mi1(k) et Oy (k) comme
dans [11]; ce sont les groupes de matrices qui laissent invariante une certaine
forme bilinéaire alternée ou symétrique. Un choix convenable de la matrice
de cette forme bilinéaire est spécifié dans [11, paragraphe 1.3.15]. On a

(Ons1 (k) : SOomar(K)] =2 et [Oam(k) : SOom (k)] = 2.,

ot SO désigne le sous groupe des matrices de déterminant 1.

Les groupes Spon,(k), SOgmi1(k) et SOy, (k) sont connexes et simples.
Or, seul le groupe Spo, (k) est un groupe simplement connexe. Si G est le
groupe SOq,11(k) ou SOy, (k), alors il existe un homomorphisme surjectif
Gs. — G avec un noyau d’ordre 2, ou G, est le groupe simplement connexe
du méme type |3, chapitre 1].

Lemme 4.3 On a les résultats matriciels suivants :

(a) Soit § = Diag(1,...,1,—=1,...,—1,1,...,1) € Spa,(k), composé de a
fois 1 puis 2b fois —1 puis a fois 1.
5 est un élément F-stable du tore maximal des matrices diagonales dont
le centralisateur est Spag (k) X Spay(k), de type C, x Cy avec a+b=n.
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(b) Soit § = Diag(1,...,1,—1,...,—=1,1,...,1) € SO9,11(k), composé de a
fois 1 puis 2b+ 1 fois —1 puis a fois 1.
s est un élément F-stable du tore mazrimal des matrices diagonales dont
le centralisateur est composé des couples de matrices de Oqq(k) X Ogpy1 (k)
dont le produit des déterminants vaut 1, de type D, X By. Le groupe des
composantes connexes du centralisateur est d’ordre 2.

Notons

0 0 0 01

0 1,4 00
h = 0 ’ — Iyt ‘ 0

O O 0 Ia—l 0

1 0 0 O

Alors h est un élément de la composante connexe du centralisateur de §
ne contenant pas [’élément neutre et h est dans le normalisateur du tore
mazximal des matrices diagonales.

(c) Soit § = Diag(1,...,1,—1,...,—=1,1,...,1) € SOs,(k), composé de a
fois 1 puis 2b fois —1 puis a fois 1.
s est un élément F-stable du tore mazrimal des matrices diagonales dont
le centralisateur est composé des couples de matrices de Oq,(k) X Ogp(k)

dont le produit des déterminants vaut 1, de type D, X Dy. Le groupe des
composantes connexes du centralisateur est d’ordre 2. Notons

0 0 0 0 1
0 I, 0 0
] 0 0 1
h = 0 0 Inp1y O 0
1 0 0
00 . Iy O
10 0 0

Alors h est un élément de la composante connexe du centralisateur de §
ne contenant pas [’élément neutre et h est dans le normalisateur du tore
mazimal des matrices diagonales.
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D’aprés ce lemme, si G* est un groupe simplement connexe de type C,,
alors il existe s € T™, F-stable (T* est un tore maximal F-stable de G*) tel
que le centralisateur de s soit de type C, x C, avec a + b = n.

Soit G* un groupe simplement connexe de type B, (respectivement D,,).
On souhaite montrer qu’il existe s € T™ dont la W-orbite est F-stable tel
que le centralisateur de s, qui est un groupe algébrique connexe soit de type
D, x By (respectivement D, X D) avec a + b = n.

Sia = 0, le résultat est trivial en prenant s = 1. On suppose que a # 0. En
particulier, les centralisateurs décrits dans le lemme ont deux composantes
connexes.

Notons alors G' le groupe SOy,,41(k) (respectivement SOa,(k)).

On a alors m : G* — G un morphisme surjectif de groupes algébriques
de noyau < z > avec z € G* central, d’ordre 2. z est F-stable car le noyau
de 7 est F-stable. On note T* le tore maximal de G* tel que 7(7*) = T, tore
maximal de G constitué des matrices diagonales contenues dans G. T* est
F-stable.

Soit § un élément semisimple de T, F-stable dont le centralisateur H a
deux composantes connexes et est de type D, X By, (respectivement D, x D).

Soit s € T* tel que 7(s) = 5. Alors F(s) = s ou zs, qui sont tous deux
des éléments de T™*. Si F'(s) = s, on a terminé. Sinon, on veut montrer que s
et zs sont conjugués dans G*.

Notons C la classe de conjugaison de § dans G et C' la classe de conjugai-
son de s dans G*. Notons H le centralisateur de s dans G*, c’est un groupe
connexe. (H) est un sous groupe de H d’indice 2. En effet, I'indice est 1
ou 2, mais par un argument de connexité, c’est 2. En effet, comme H est
connexe, le sous-groupe 7(H) C H Vest aussi. D’aprés la description des
centralisateurs dans le lemme 4.3, on a alors [H : 7(H)] = 2. Soit h € G* tel
que w(h) = h ot h est défini dans le lemme 4.3. Alors H = n(H)Un(h)r(H).
Mais, alors w(hsh™') = § donc hsh™! vaut s ou zs. Mais le premier cas n’est
pas possible. Ainsi s et zs sont conjugués via I’élément h.

Ainsi la W-orbite (W est identifié & W*) de s est F-stable |5, théoréme
1.5.1]. De plus, 5 et s ont, dans les groupes algébriques des centralisateurs
du méme type.

Remarque 4.4 De plus, le wy de la définition 4.1 est donné par h qui est un
élément du normalisateur de T*. Il est facile de connaitre I’action de 7(h) sur
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les deux composantes de H : elles ne sont pas échangées. Ceci nous permet
de conclure que les deux composantes de H ne sont pas échangées par ¢p.

Lemme 4.5 Soit G* un groupe algébrique simplement connexe et T un tore
mazximal F'-stable de G*. Soient trois entiers a, b et n tels que a + b = n.

(a) Si G* est de type C,, il existe s € T* dont la W-orbite est F'-stable tel
que son centralisateur est de type Cy x Cy. Ainsi Wy, C W est de type
Ba X Bb.

(b) Si G* est de type By, il existe s € T* dont la W-orbite est F-stable tel

que son centralisateur est de type D, X By. Ainst Wy, C W est de type
Da X Cb-

(c) Si G* est de type D,, il existe s € T* dont la W-orbite est F-stable tel
que son centralisateur est de type D, X Dy. Ainst Wy C W est de type
Da X Db.

Dans tous les cas, les deur composantes de H ne sont pas échangées par ¢p.

Dans ce chapitre, on va démontrer le théoréme B pour G groupe classique.
Pour ce faire, on étudie les différents types pour G puis pour la F-stabilité
on étudie les différents cas pour G en utilisant la classification donnée dans
[3, page 37| et tous les résultats combinatoires obtenus au chapitre précédent.

4.2 Premiére partie du théoréeme B

Dans cette section, on va montrer la premiére partie du théoréme B pour
les groupes classiques, c¢’est-a-dire la partie du théoréme B sans la F-stabilité.

Pour cette premiére partie, on va décrire C' via sa représentation par une
paire (s, F). F sera explicitement donnée par son unique caractére spécial.
Quant a s, son existence sera assurée par le lemme 4.5.

4.2.1 Le type A,

Si G est de type A, _1, le résultat est évident par la correspondance de
Springer.

Etant donnée une classe unipotente O de GG, paramétrée par «, partition
de n, on choisit la paire (s, F) ot s = 1 (alors W, = W) et F = {a}. Alors
(s,F) € P(G) correspond a une classe spéciale isolée C' de G* et, avec la
proposition 1.4, ®(C) = O.
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Remarquons, qu’en fait, C' est une classe unipotente de G*, c¢’est la classe
unipotente de G* paramétrée par la partition .

4.2.2 Le type B,

Si G est de type B, si O est une classe unipotente de G, posons alors

(U, V) = Sprg(0) € D2Y.

D’aprés la démonstration de la proposition 2.11, il s’agit de trouver [«, []

t [\, p] tels que :

(a) o[, 8] + ¢1[A, 1] = Spre(O) (démonstration de la proposition 2.11).

(b) [a, 5] soit une représentation spéciale d'un groupe de Weyl de type B,
et [\, 1] soit une représentation spéciale d’un groupe de Weyl de type B,
avec a+b =n (a et b seront fixés par la condition précédente, qui impose
a+b=n).

(c) il existe s € T* tel que Wy C W soit de type B, X By.

(d) ’hypothése (k) soit vérifiée pour [a, 3] B [\, p].

On suppose que U = (a1, ...,amy1) et V = (by,...,by). On définit alors :

o =la;/2] pour i € {1,...,m+ 1}
X =a; — |a;/2] pourie{l,...,m+1}
= |b;/2] pour i € {1,...,m}
uz —b —|b;/2] pourie{l,...,m}

Posons o = (o,...,a0,.1), B = (B1,....0,), N = (M,...,\ ;) et
fo= (s )

Alors (o, '), respectivement (X, i), est un symbole distingué de Yall,
respectivement Ybl1 avec a + b = n.

On pose A = [, 3] = ¢, («, B'), représentation spéciale d’un groupe de
Weyl de type B, et B = [\, u] = ¢; (N, it'), représentation spéciale d'un
groupe de Weyl de type By. On note F la famille des représentations du
produit des deux groupes de Weyl précédents a laquelle appartient A X B.

D’aprés le lemme 4.5, il existe s € T™ tel que W, C W soit de type
Ba X Bb.

Alors (s,F) € P(G) correspond a une classe spéciale isolée C' de G* et
O (C) = O, en effet, par la démonstration de la proposition 2.11, ¢¥p(E}) =

¢1(A) + ¢1(B) = Sprp(0).
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Il reste a voir que cette classe vérifie I'hypothése (x).

D’aprés le paragraphe 3.3, hypothése () est vérifice pour A X B si et
seulement si, dans ¢1(A) et dans ¢, (B), s’il y a une égalité a un emplacement
dans un des deux symboles alors, dans l'autre, il y a une égalité ou une
différence de 1. Ceci est bien réalisé par les choix faits de ¢1(A) = (o/, ') et
de ¢1(B) = (N, 1)), en effet, il s’agit de montrer :

* @iy1 — [@iy1/2] = 1= (b;— [b;/2] —1) = 0 implique [a;1/2] — [b;/2] =0
ou 1.

* LCLZ‘+1/2J - Lbz/QJ =0 1mp11que Qi1 — Lai+1/2j —1- (bz — Lbz/QJ — 1) =0
ou 1.

*xb; — |b;/2] = 1= (a; — |a;/2] — 1) = 0 implique [b;/2| — |a;/2| =0 ou

* |b;/2] — |a;/2] = 0 implique b; — |b;/2] — 1 — (a; — |a;/2] —1) =0 ou
1.

Ces implications étant toujours vraies, la classe proposée vérifie I’hypo-
thése (x).

4.2.3 Le type C,

Si G est de type C,, si O est une classe unipotente de G, posons alors
(U, V) = Spro(0) € Dy

D’aprés la démonstration de la proposition 2.18, il s’agit de trouver [«, ]
et [\, p] tels que :

(a) D+ ¢1[\, ] = Spre(O) (le D étant celui défini dans la démonstration
de la proposition 2.11 a partir de ¢glc, ]).

(b) [a, 5] soit une représentation spéciale d’un groupe de Weyl de type D,
et [\, u] soit une représentation spéciale d’un groupe de Weyl de type C},
avec a+b = n (a et b seront fixés par la condition précédente, qui impose
a+b=n).

(c) il existe s € T* tel que Wy C W soit de type D, x Cj.
(d) T'hypothése (x) soit vérifiée pour [a, ] K [\, p].
On suppose que U = (a1, ...,ams1) et V = (by,...,by) et a; = 0, quitte

a remplacer m par m + 1.
On a deux cas a étudier :
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e 0c(0) = 0, par le théoréme 1.21, cela signifie que, avec les notations
de ce théoréme, toutes les classes d’équivalence sur Z, autre que celle de 0,
sont de cardinal pair. Cela signifie que, pour tout i € {1,...,m} a;41 = b;
ou a;11 = b; + 1, on a donc aussi a; < b;.
On définit alors :

af=i—1 pour i € {1,...,m}
No=a;—(i—1) pourie{l,....m+1}
Bi=1i—1 pour i € {1,...,m}
o =b; — i pour i € {1,...,m}
Posons o' = (o, ...,al,), B = (B1,...,0,), N = (N,..., A1) et o/ =

(Ko s Hg)-

Alors (o, '), respectivement (X', z'), est un symbole distingué de Y,
respectivement de Y, avec a +b = n.

Remarquons que (o, 3') est dégénéré et que, étant donné ce symbole,
a=0et b=n.

On pose A = [, B] = ¢ (o, B'), représentation spéciale d’un groupe de
Weyl de type D, = Dy et B = [\, u] = ¢7 (N, i), représentation spéciale
d’un groupe de Weyl de type C, = C),. On note F la famille des représenta-
tions de W contenant B.

Il existe s € T* tel que W, C W soit de type D, x C, = C,, : il suffit de
prendre s égal a I’élément neutre de G*.

Alors (s,F) € P(G) correspond a une classe spéciale isolée C' de G* et
O (C) = O, en effet, par la démonstration de la proposition 2.18, Yo (EL) =
D + ¢1(B) = Sprc(0) (D est défini dans la démonstration de la proposition
2.18 a partir de ¢g(A)).

Il reste a voir que cette classe vérifie ’hypothése (k).
D’aprés le paragraphe 3.4.2, ’hypothése (k) est vérifiee pour AKX B si et

seulement si, avec les notations de ce paragraphe, 2|7/ ~ | = |Zg| + 1.
Comme, pour tout ¢ € {1,...,m} a;41 = b; ou a;41 = b; + 1, on a aussi
a; < b;.

On en déduit :
|Z) ~|=m—|{ie{l,..., m},a;s1 =b}|—{i €{2,...,m},a;+1 = b;}|+¢

avec € = 1 si by > 1 et 0 sinon. Effectivement, on compte chaque b; (car a;,;
est soit égal & b; soit dans la méme classe dans Z) ; si a;11 = b;, on ne doit pas
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compter ce b; qui n’est pasdans Z;sia;+1=10b;, alorsb,_1+2=a;,+1=10;,
et donc b; 41 et b; sont dans la méme classe d’équivalence de Z et il ne faut
compter cette classe qu'une seule fois ; enfin, il faut rajouter la classe de 0, si
celle-ci n’a pas été comptée avec la classe de b;.

On a ensuite :

|ZB| = 2m+1_2|{l < {]-7 s 7m}7ai+1 = b1}|_2|{l S {17 st 7m}7ai+1 = bl}’

=2m+1-2/{i € {1,...,m},a;11 = b;}|-2|{i € {2,...,m},a;+1 = b;}|-2(1—¢)

Effectivement, on compte tous les A, = a; — (i — 1) et les pu} = b; — i mais
on ne doit pas compter ceux pour lesquels \; =y ou iy = i ;.
Ainsi 2|Z/ ~ | = |Zp| + 1, donc la classe proposée vérifie I’hypothése (x).

¢ 5c(0) = 1, par le théoréme 1.21, cela signifie, avec les notations de ce

théoréme, qu’il existe une classe d’équivalence sur Z, autre que celle de 0, de

cardinal impair. Cela signifie qu’il existe i € {1,...,m} tel que a;41 > b; + 1.
On définit alors :

o= |a; /2] pour i € {1,...,m+ 1}
o =a;q — |lagp1/2] —1 pourie {l,...,m}
W= |b;/2] pouri € {1,...,m}
Bi=0b;—|b;/2] —1 pouri € {1,...,m}

Posons o = (o), ...,al,), ' = (B1,....0,), N = (Nl,..., N 1) et @/ =
(KL - )

Alors (o, '), respectivement (X, '), est un symbole distingué de Yal,m
respectivement de Y, avec a + b = n.

On pose A = [, B] = ¢ («, B'), représentation spéciale d’un groupe de
Weyl de type D, et B = [\, u] = ¢7 (N, i), représentation spéciale d’un
groupe de Weyl de type Cp. On note F la famille des représentations du
produit des deux groupes de Weyl précédents & laquelle appartient A X B.

D’aprés le lemme 4.5, il existe s € T™ tel que W, C W soit de type
Da X Cb.

Alors (s,F) € P(G) correspond a une classe spéciale isolée C' de G* et
O (C) = O, en effet, par la démonstration de la proposition 2.18, Yo (E}) =
D+ ¢1(B) = Sprc(0) (D est défini dans la démonstration de la proposition
2.18 a partir de ¢g(A)).
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Il reste a voir que cette classe vérifie ’hypothése (x).

Remarquons tout d’abord que A n’est pas dégénéré car comme on l'a
noté : il existe i € {1,...,m} tel que a;11 > b; + 1.

D’aprés le paragraphe 3.4.2, 'hypothése (k) est vérifiee pour AKX B si et
seulement si :

xa;+1—1—(8;+i—1) =0 implique N1 1 +7— (g; +7—1) =0 ou 1.

* Njy1+1— (u; +i—1) =0 implique a; +7—1— (8; +i—1) =0 ou 1.

* Bip1 41— (a;+1—1) =0 implique ;1 +i — (M\jy1 +4) =0 ou 1.

* fliv1 + 10— (Niy1 +14) = 0 implique S +i— (a; +i—1) =0 ou 1.

Ceci se traduit par :

* it — a1 /2] = 1= (b= [,/2) = 1) = 0 implique [a,1/2) — [b:/2] = 0
ou 1.

* LCLH_I/ZJ - Lbz/QJ =0 1mphque Qi1 — LCLZ'_H/QJ —1-— (bz - Lbz/2j - 1) =0
ou 1.

* biyr — [big1/2] — 1 — (aiy1 — [air1/2] — 1) = 0 implique [b;41/2] —
|a;+1/2] =0 ou 1.

* |biv1/2] — |ais1/2] = 0 implique b1 — [biv1/2] —1—(ais1 — |ait1/2] —
1) =0 ou 1.

Ces implications étant toujours vraies, la classe proposée vérifie I’hypo-
theése (x).

4.2.4 Le type D,

Si G est de type D, si O est une classe unipotente de G, posons alors
(U, V)= Sprp(O) € wa.

D’aprés la démonstration de la proposition 2.26, il s’agit de trouver [«, f]
et [\, p] tels que :

(a) ¢ola, B] + do[A, ] = Sprp(O) (démonstration de la proposition 2.26).

(b) [a, 5] soit une représentation spéciale d’un groupe de Weyl de type D,
et [\, 1] soit une représentation spéciale d’un groupe de Weyl de type Dy,
avec a+b =n (a et b seront fixés par la condition précédente, qui impose
a+b=n).

(c) il existe s € T* tel que W, C W soit de type D, X Dj,.
(d) T’hypothése (x) soit vérifiée pour [a, 8] B [\, p].
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On suppose que U = (aq, ...,a,) et V = (by,...,by) et quitte & échanger
UetVqueb <a; <by<---<by < am.
On a deux cas a étudier :

e 0p(0O) =0, par le théoréme 1.28, cela signifie que, avec les notations
de ce théoréme, toutes les classes d’équivalence sur Z, autre que celle de 0,
sont de cardinal pair. Cela signifie que, pour tout i € {1,...,m} a; = b; ou
a; = b; + 1, on a donc aussi a;_1 < b;.
On définit alors :

af=i—1 pour i € {1,...,m}
Ni=a;—(i—1) pourie{l,...,m}
Bi=1i—1 pouri € {1,...,m}

pw,=>b—(—1) pourie{l,...,m}

Posons o = (af,...,a), 0 = (B1,...,0,,), N = (N\,...,\) et p/ =
(KL M)

Alors (o, 3'), respectivement (XN, '), est un symbole distingué de Yal,o,
respectivement de Y,y avec a +b = n.

Remarquons que (o, 3') est dégénéré et que, étant donné ce symbole,
a=0etb=n.

On pose A = [, B] = ¢ (', B'), représentation spéciale d’un groupe de
Weyl de type D, = Dy et B = [\, u] = ¢y (N, 1), représentation spéciale
d’un groupe de Weyl de type D, + D,,. On note F la famille des représenta-
tions de W contenant B.

Il existe s € T™ tel que W, C W soit de type D, x D, = D, : il suffit de
prendre s égal a I’élément neutre de G*.

Remarquons que A est dégénéré et que, étant donné le symbole corres-
pondant & A, a = 0 et donc s est, en fait, central et donc peut étre choisi
égal au neutre de G*.

Alors (s,F) € P(G) correspond a une classe spéciale isolée C' de G* et
O (C) = O, en effet, par la démonstration de la proposition 2.26, ¢p(E}) =

¢o(A) + ¢o(B) = Sprp(0).

Il reste a voir que cette classe vérifie I'hypothése (x).

D’aprés le paragraphe 3.5.2, ’hypothése (x) est vérifiée pour AKX B si et
seulement si B est dégénéré ou bien, avec les notations de ce paragraphe,
212/ ~ | =2zl
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Si B est dégénéré (ce qui signifie que (U, V) = Sprp(C) est dégénéré),
I’hypothése (%) est automatiquement vérifiée.

Supposons donc que B est non dégénéré (ce qui signifie que (U, V) =
Sprp(C) est non dégénéré), il faut voir 2|7/ ~ | = | Zp|.

On a remarqué précédemment que, pour tout i € {1,...,m}, a;—1 < b;.

On en déduit :

|Z) ~|=m—-|{ie{l,....,m},a; =b} —|{t €{2,...,m},a;_1 +1 =10}

Effectivement, on compte chaque b; (car a; est soit égal a b; soit dans la méme
classe dans Z); si a; = b;, on ne doit pas compter ce b; qui n’est pas dans
Z;isiai_1+1=0b;,alors bj_1+2=a; +1=0b;, et donc b;,_; et b; sont dans
la méme classe d’équivalence de Z et il ne faut compter cette classe qu’une
seule fois.

On a ensuite :

’ZB| =2m — 2|{Z S {1,...,m},ai = bz}| —2|{'L S {2,...,7’)’1},@1‘_1 +1= bz}|

Effectivement, on compte tous les \; = a; — (i — 1) et les pu} = b; — (i — 1)
mais on ne doit pas compter ceux pour lesquels X, = p) ou X, _; = pl.
Ainsi 2|Z/ ~ | = |Zp|, donc la classe proposée vérifie 'hypothése (x).

¢ ip(0) = 1, par le théoréme 1.28, cela signifie, avec les notations de ce
théoréme, qu’il existe une classe d’équivalence sur Z, autre que celle de 0, de
cardinal impair. Cela signifie qu’il existe i € {1,...,m} tel que a; > b; + 1.
On définit alors :

= |a;/2] pour i € {1,...,m}
04—aZ la;/2] pourie {1,...,m}
= |b;/2] pour i € {1,...,m}
Bg—bz—tbl/Zj pour i € {1,...,m}

Posons o = (af,...,al,), ' = (B, ..., 0,), N = (N,...;\) et u/ =
(s - 1),

Alors (o, 3'), respectivement (N, u'), est un symbole distingué de Yal,m
respectivement de Y;O avec a + b =n.

On pose A = [a, 3] = ¢y (c/, B'), représentation spéciale d’un groupe de
Weyl de type D, et B = [\, u] = ¢ (N, 1t/), représentation spéciale d’un
groupe de Weyl de type D,. On note F la famille des représentations du
produit des deux groupes de Weyl précédents a laquelle appartient A X B.
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D’aprés le lemme 4.5, il existe s € T™ tel que W, C W soit de type
Da X Db.

Alors (s,F) € P(G) correspond & une classe spéciale isolée C' de G*
et ®g(s,F) = C, en effet, par la démonstration de la proposition 2.26,

Yp(EL) = ¢o(A) + ¢o(B) = Sprp(O).

Il reste a voir que cette classe vérifie I'hypothése (x).

Remarquons tout d’abord que A n’est pas dégénéré car comme on l'a
noté : il existe i € {1,...,m} tel que a; > b; + 1.

D’aprés le paragraphe 3.5.2, 'hypothése (x) est vérifiée pour AKX B si et
seulement si :

*a;+i—1—(8;+i—1)=0implique \; +i—1—(u; +i—1) =0ou 1.

*Ni+i—1—(p;+i—1)=0implique a; +i—1—(f; +i—1) =0ou 1.

*x Biy1 +1i— (a; +i—1) =0 implique p;41+7— (N +i—1) =0 ou 1.

*x piv1+1— (N +i—1) =0 implique ;41 +i— (o +i—1)=0ou 1.

Ceci se traduit par :

* a; — |a;i/2] — (b; — |b;/2] — 1) = 0 implique |a;/2] — |b;/2] =0 ou 1.

* |a;/2| — |b;/2] = 0 implique a; — |a;/2| — (b; — [b:/2] —1) =0 ou 1.

* bit1— |biy1/2] — (a; — |a;/2]) = 0 implique |b;11/2]| — [a;/2| =0 ou 1.

* [biv1/2] = |ai/2] = 0 implique b1 — [biy1/2] =1 — (a; — [a;/2]) = 0
ou 1.

Ces implications étant toujours vraies, la classe proposée vérifie I'’hypo-
thése (x).

Ainsi, si G est de type A, B,, C, ou D,, on a trouvé explicitement une
classe spéciale C' de G* vérifiant ’hypothése (x) et telle que ®¢(C) = O, on
O est une classe unipotente fixée de G.

4.3 F-stabilité dans le théoréme B

On fixe donc une classe unipotente O de G F-stable et 1'on souhaite
montrer que la paire (s, F) ou de maniére équivalente la classe spéciale C' de
G* proposée précédemment est F-stable.
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4.3.1 Le type A,

Dans ce cas, on peut toujours choisir (s, F) avec s = 1. La F-stabilité est
évidente d’aprés le paragraphe 4.1.1.

4.3.2 Le type B,

D’aprés le lemme 4.5, il existe s € T™ dont la W-orbite est F-stable tel
que W soit de type B, X By. Ainsi la famille F proposée dans le paragraphe
4.2.2 est ¢pp-stable. En effet, pour chacune des deux composantes connexes,
toute représentation est stable par le paragraphe 4.1.1. De plus, ¢ n’échange
pas les deux composantes connexes. En fait, en examinant le paragraphe
contenant le lemme 4.5, on a que s peut étre choisi F-stable, et donc ¢p = F
et le résultat sur la F-stabilité est clair.

4.3.3 Le type C,

e )c(0O) = 0, alors la paire proposée dans le paragraphe 4.2.3 est F-
stable en prenant s = 1, alors ¢ = F. La famille F est alors une famille de
représentations de W, x W, = W, de type By, groupe pour lequel toutes les
représentations sont F-stables (paragraphe 4.1.1).

e ic(0) =1, d’aprés le lemme 4.5, il existe s € T* dont la W-orbite est
F-stable tel que W soit de type D, x Cy. Ainsi la famille F proposée dans le
paragraphe 4.2.3 est ¢p-stable car la représentation proposée pour la partie
D, est non dégénérée (paragraphe 4.1.1).

4.3.4 Le type D,

e ip(0O) = 0, tout d’abord, on peut prendre s = 1, comme nous I’avons
remarqué dans le paragraphe 4.2.4. Alors ¢p agit sur W, = W comme le
Frobenius F'. La famille F est alors une famille de représentation de W, x
Wy, = W, de type Dy. Dans le cas du Frobenius standard, il est immédiat que
F est F-stable (paragraphe 4.1.1). Etudions donc le cas du Frobenius tordu,
c’est-a-dire de GF' de type 2D,,. La famille F est F-stable si et seulement si
(N, i) est non dégénéré (paragraphe 4.1.1). Si c’est le cas, on a terminé.

Etudions donc le cas ou le symbole (X, 1') est dégénéré, ce qui est équi-
valent & ce que le symbole Sprp(O) est dégénéré. Ceci revient a dire, par la
définition de Sprp, que O est paramétrée par une partition de 2n n’ayant
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que des parts de longueur paire. Mais une telle classe unipotente O n’est pas
F'-stable, ce qui termine la démonstration.

En effet, d’aprés [13, paragraphe C|, si G’ est un groupe algébrique du
méme type que G mais sur un corps algébriquement clos de caractéristique
0, alors il existe un automorphisme Fy : G’ — G’ tel que le diagramme
suivant soit commutatif

T
XG/ & > XG

J{Fo J{F
Xgl L XG

ou 7g : Xg — Xg est Iapplication de Spaltenstein de I’ensemble
partiellement ordonné des classes unipotentes de G’ dans I’ensemble partiel-
lement ordonné des classes unipotentes de G.

De plus, Fy et F' agissent de la méme maniére sur les diagrammes de
Dynkin de G’ et G. Les classes unipotentes Fy-stables de G’ sont les classes
dont la paramétrisation par un diagramme de Dynkin pondéré |3, paragraphe
13.1] est invariante par 'action de Fy sur ce diagramme.

D’aprés [3, page 396], en caractéristique nulle, si O" € X est paramétrée
par une partition de 2n n’ayant que des parts de longueur paire alors O’
n’est pas Fy-stable, et donc si O € X est paramétrée par une partition
de 2n n’ayant que des parts de longueur paire alors O n’est pas [F-stable.
On peut résumer cela par, en bonne caractéristique, cela se passe comme
en caractéristique nulle. Nous utiliserons a nouveau cet argument dans le
chapitre suivant.

e 0p(0O) =1, d’aprés le lemme 4.5, il existe s € T dont la W-orbite est
F-stable tel que W, soit de type D, x D,. Ainsi la famille F proposée dans
le paragraphe 4.2.4 est ¢p-stable car :

(a) la représentation proposée pour la partie D, est non dégénérée (para-
graphe 4.1.1).

(b) la représentation proposée pour la partie D, est non dégénérée (para-
graphe 4.1.1).

(c) ¢r n’échange pas les deux composantes.
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Dans ce chapitre, nous allons montrer le théoréme B pour les groupes ex-
ceptionnels. On rappelle que 'on travaille toujours en bonne caractéristique.
Nous allons utiliser le systéme CHEVIE [12] sous le logiciel GAP. Par ailleurs,
nous traiterons tout d’abord le cas 2Dy, puis les autres groupes exceptionnels

de type Gs, Fy et E,.

5.1 Meéthode de résolution du probléme pour

les groupes exceptionnels

Pour cela,

on va étudier pour chaque type exceptionnel toutes les classes
unipotentes de G (voir [3, chapitre 13|). Remarquons que, dans les cas Go,
Fy et E,, toutes les classes unipotentes de GG sont F-stables. En effet, d’apreés

105



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

CHAPITRE 5. THEOREME B POUR LES GROUPES EXCEPTIONNELS

Iargument explicité a la page 103, en bonne caractéristique, cela se passe
comme en caractéristique nulle et d’aprés |3, pages 401 a 407|, en caractéris-
tique nulle, toutes les classes unipotentes sont F'-stables car les diagrammes
de Dynkin pondérés sont invariants par I’action du Frobenius.

On rappelle que 'on numérote les sommets du diagramme de Dynkin
comme cela est indiqué a la page 16.

Tout d’abord, comme nous allons le voir dans la suite, on peut trés sou-
vent prendre s = 1 et W, = W pour obtenir une paire isolée F'-stable, ou
de maniére équivalente une classe spéciale isolée F-stable de G*, vérifiant
I’hypothése (%) associée & une classe unipotente.

Pour les autres classes qui posent plus de problémes (qui sont relativement
peu nombreuses), nous les traiterons une par une et cela de maniére analogue
a ce qui a été fait pour la classe posant probléme dans le type 3D, : avec
'aide de GAP et de CHEVIE [12], on détermine un sous groupe W, de W qui
pourrait étre candidat pour jouer le role de W et une famille F de Irr(Wy). 11
nous reste ensuite a montrer qu’il existe s € T dont la W-orbite est F-stable
dont le centralisateur admet W, comme groupe de Weyl.

Pour trouver le Wy candidat, on utilise [5, proposition 2.3.4| ainsi que les
résultats de cet article ou de [4].

Enfin pour montrer l'existence de s € T™, tore maximal de G* (groupe
simple simplement connexe car G est de type adjoint) dont la W-orbite est F-
stable et dont le centralisateur admet Wy comme groupe de Weyl, on utilisera
[5] ou [4] en gardant a l’esprit que l'identification entre W et W* échange les
racines longues et les racines courtes.

Il reste ensuite & montrer que F, famille de représentation de W, est
pr-stable.

Pour chaque type de groupes exceptionnels, pour chaque classe unipotente
O de G, on va donner un Wy, ainsi qu’un caractére spécial Ec de Wy (qui
nous détermine la famille F) vérifiant &g (s, F) = O et 'hypothése (k). Les
points a vérifier sont alors :

1. L’existence de s € T™ dont la W-orbite soit F-stable tel que W, soit de
type voulu.

Cela découle directement de l'existence de ' € G* F-stable tel que Wy
soit de type voulu qui vient de [5] et [4] (on rappelle que l'on travaille
en bonne caractéristique) (voir [5, théoréme 1.5.1]).

2. La ¢p-stabilité de F.
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5.2. GF de type 3D,

(a) Si ¢p laisse stable une composante connexe W du diagramme de
Dynkin de W alors ¢ agit comme un Frobenius sur W.

Dans les cas du Frobenius standard (trivial sur W), c’est-a-dire
W muni du Frobenius ¢ de type A,_1, By, Cy, Dy, Go, Fy et E,
(n =6, 7, 8), toutes les représentations du groupe de Weyl de G
sont [-stables.

Dans le cas ol (VTN/, dr) est de type 2A,_; ou %2Fg, toutes les re-
présentations de W sont ¢p-stables car le Frobenius agit comme
un automorphisme intérieur.

Reste le cas out (W, ¢p) est de type 2D, (le cas >Dy ne se produira
jamais), la représentation proposée sera non dégénérée.

(b) Si ¢ permute les composantes connexes du diagramme de Dynkin
de W, la représentation proposée est ¢p-stable car les sous-repré-
sentations proposées pour ces composantes seront identiques donc
la représentation produit sera ¢p-stable.

Remarque 5.1 Concernant 'action de ¢p sur les composantes de W, on
constate que la seule situation o Wy a des composantes du méme type qui
pourraient, éventuellement étre échangées, c¢’est quand ces composantes sont
toutes du type A. Cela ne pose alors pas de problémes pour les arguments
ultérieurs (chapitre 6), car en type A, on a toujours Gr = {1}.

5.2 G' de type 3D,

On suppose G est de type 2D,. Soit O une classe unipotente de G.

La premiére partie du théoréme B a déja été montrée lorsque 'on a traité
le cas G de type D,,, on peut donc supposer O F-stable.

Pour traiter ce cas, on s’aide du systéme CHEVIE sous le logiciel GAP.

Si G* est de type 3Dy, alors le Frobenius agit sur le systéme de générateurs
du groupe de Weyl W de G comme suit :
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Qy

as
o) @

(8%

% Effectuons une premiére approche du probléme en énumeérant les classes
unipotentes F-stables de G et en donnant la représentation de W correspon-
dant via la correspondance de Springer.

Partition A(u) Paire de Spécial Gr F-stabilité

de O partitions de la représentation
17 1 [4, 2] oui 1 oui
35 1 (3,1] oui 1 oui

12 32 62 [12, ]_] oui 62 oui

1223 1 22, 2] non &, oui

14 22 1 [1L1]  oui 1 oui
18 1 [111L,2]  oui 1 oui

Les différentes colonnes sont remplies de la facon suivante :

e “ Partition de O 7 : |3, pages 396-397| et argument explicité en page
103, les classes F'-stables étant celles dont le diagramme est invariant par
I'action de F'.

o “ A(u)” : proposition 1.27.

e “ Paire de partitions ” : paragraphe 1.7.2, il s’agit de la paire de parti-
tions paramétrant la représentation de W correspondant & O via la corres-
pondance de Springer.

e “ Spécial ” : paragraphe 1.7.1.

e “ Gr 7 : paragraphe 1.7.1.

e “ F-stabilité de la représentation ” : [20, paragraphe 4.19].
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% Le tableau précédent nous indique que, hormis dans le cas ou O est
paramétrée par la partition (1 2 3), on peut prendre s = 1 (W, = W)
et F la famille contenant la représentation de W correspondant & O via la
correspondance de Springer.

% On s’intéresse donc maintenant a la classe O paramétrée par la parti-
tion (1 22 3).

D’aprés [5], il existe s € T* dont la W-orbite est F-stable tel que Wj soit
de type A; x A1 x A1 X A;.

Notons Fc = 11 X 11 X 11 X 11, représentation spéciale de W,. Eo est
clairement ¢p-stable et b(E¢) = 4.

Par ailleurs, on a :

Ind}}, Ec = [22, ] + somme de caractéres E avec d(E) > 4

et
b[22, 0] = d[22, 5] =4

Par ailleurs
Go ~ A(u) ~ {1}

Ainsi, on a montré que (s, F) est une paire vérifiant ’hypothése (x), F-
stable telle que O = ®¢(s, F), ce qui termine la démonstration du cas 3Dj.

5.3 G de type Gy

On suppose G de type Gs.

On rappelle que 'on numérote les sommets du diagramme de Dynkin
comme cela est indiqué a la page 16.

On remplit la table suivante a ’aide de la table donnée au chapitre 1, de
|3, page 412] et de [20, page 95], la premiére colonne “ 7" indique les classes
unipotentes posant probléme, c’est-a-dire celles pour lesquelles on ne peut
pas prendre s = 1. Ce sont les cas qu’il faudra traiter ensuite.
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Table 5.2 G de type Gs

Classe Caractére
?  unipotente A(u) de W Spécial G
1 1 P16 oui 1
— Ay 1 13 non
— Al 1 ¢272 non
GQ(Al) 63 ¢271 oui 63
13 non
G 1 ®1,0 oui 1

On dresse maintenant une table résolvant le cas des deux classes posant
probléme (le type de Wy est le type de W vu comme sous groupe de W) :

Table 5.3 Classes posant probléme dans le type G5
Type de W, Eo Er  2¢(C) Ge  Au)
A2 111 /1/73 Al 1

Ay x Ay 1R ¢oy Ay 1

1
1

5.4 G de type Fj

On suppose G de type Fy.

On rappelle que 'on numérote les sommets du diagramme de Dynkin
comme cela est indiqué a la page 16.

On remplit la table suivante a 'aide de la table donnée au chapitre 1, de
[3, page 414] et de [20, page 96], la premiére colonne “ 7" indique les classes
unipotentes posant probléme, c’est-a-dire celles pour lesquelles on ne peut
pas prendre s = 1. Ce sont les cas qu’il faudra traiter ensuite.

110



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

5.4. G de type F}

Table 5.4 G de type F}

Classe Caractére
?  unipotente A(u) deW  Spécial Gr
1 1 14 oui 1
— Ay 1 24 non
fil S 45 oui Sy
29 non
A+ A, 1 9, oui 1
— As GP 84 oui 1
1, non
AQ 1 82 oui 1
— A2 + fil 1 43 non
— B, G, 9, non
44 non
— /ig + Al 1 61 non
— Cs3(ay) Sy 16 non
4, non
F4(a3) 64 12 oui 64
95 non
69 non
15 non
Bs 1 &1 oui 1
Cs 1 83 oui 1
— F4(CL2) 62 91 oul 1
21 non
F4(CL1) 62 4:2 oui 62
23 non
Fy 1 1; oui 1

On dresse maintenant une table résolvant le cas des sept classes posant
probléme (le type de Wy est le type de W vu comme sous groupe de W) :
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Table 5.5 Classes posant probléme dans le type F}

Type de W, Fo E.  o5(C) Go Alu)
C, (o, 1111] 24 A, 1 1
c, [1,111] 8, A, S, 6,
Ay x Ay 111K 11 43 Ay + A, 1 1
c, [11,11] 9, B, Sy, 6,
Ay x Ay 111K 111 6, Ay + A, 1 1
C4 [2, 2] 16 Cg(al) 62 62
04 [1, 12] 91 F4(CL2) 62 62
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5.5 G de type Ej

On suppose G de type Eg.

On remplit la table suivante a 'aide de la table donnée au chapitre 1, de
[3, page 415] et de [20, page 99|, la premiére colonne “ 7" indique les classes
unipotentes posant probléme, c’est-a-dire celles pour lesquelles on ne peut
pas prendre s = 1. Ce sont les cas qu’il faudra traiter ensuite.

Table 5.6 G de type Ej

Classe Caractére
?  unipotente A(u) de W Spécial Gr
1 1 1; oui 1
Ay 1 61’0 oui 1
2A, 1 20;J oui 1
— 3A; 1 15; non
A2 62 30;) oul 62
15, non
Ag+ Ay 1 64, oui 1
2A, 1 24, oui 1
Ay + 24, 1 60, oui 1
As 1 81, oui 1
— 245+ A 1 10, non
— A3+ A 1 60, non
D4<CL1) 63 803 oui 63
90, non
20, non
Ay 1 81, oui 1
D, 1 24, oui 1
A+ A 1 60, oul 1
— As 1 154 non
D5(a3) 1 64p oui 1
E@(ag) 62 30p oui 62
15, non
Dy 1 20, oui 1
Eﬁ(al) 1 6p oui 1
Eg 1 1,1,0 oui 1

On dresse maintenant une table résolvant le cas des quatre classes posant
probléme :
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Table 5.7 Classes posant probléme dans le type FEg

Type de W, Ec EL  ®c(C) Go A(u)
A; x A, HIIRIL 15, 34, 1 1

Ay x Ay x Ay 1MIRIIIKI1L 10, 24, +4, 1 1
A x A, 1122 ¥ 11 60, A;+A, 1 1
A x A, 33 11 15, As 11
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5.6 G de type E;

On suppose G de type E7.

On remplit la table suivante a 'aide de la table donnée au chapitre 1, de
|3, page 415] et de [20, page 101], la premiére colonne “ 7" indique les classes
unipotentes posant probléme, c’est-a-dire celles pour lesquelles on ne peut
pas prendre s = 1. Ce sont les cas qu’il faudra traiter ensuite.

Table 5.8 G de type E;

Classe Caractére
? unipotente  A(u) de W Spécial G
1 1 1, oui 1
Ay 1 Ta oui 1
2A; 1 27! oui 1
(3A,)" 1 21, oui 1
— (3A;) 1 35}, non
As G, 56, oui G
21, non
— 4A, 1 15, non
A2 + Al 62 120; oul 62
105, non
Ay + 24, 1 189, oui 1
As 1 210, oui 1
2A, 1 168/, oui 1
Ay + 344 1 105;, oui 1
(Ag + Al)// 1 1896 oui 1
— 2A5 + Aq 1 70, non
— (A3 + Ay 1 280, non
D4<CL1) 63 315a oul 63
280, non
35, non
— Az + 24, 1 216, non
D, 1 105., oui 1
D4(a1) + Al 62 4052 oui 62
189/, non
I Ag + A2 62 378@ oui 1
847 non
a suivre
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Classe Caractére
unipotente  A(u) de W Spécial Gr
A4 62 420:1 oul 62
336, non
A+ Ay + Ay 1 210y, oui 1
(As)” 1 105, oui 1
Dy+ Ay 1 84, non
A4 + Al 62 512:1 oul 62
512, non
D5(a1) 62 420(1 oui 62
336, non
Ay + Ay 1 210, oul 1
(As) 1 216, non
A5 + Al 1 70; non
Ds(ay) + A4 1 378 oul 1
Dg(as) 1 280, non
Es(a3) Sy 405, oui Sy
189, non
Dy 1 189/, oui 1
E7(CL5) 63 315:1 oui 63
2807, non
35, non
Ag 1 105, oui 1
D5 + Al 1 168a oui 1
DG(al) 1 210(1 oui 1
E.(ay) Ss 189; oui 1
15/, non
Dg 1 35 non
E@(al) 62 120(1 oul 62
105/, non
Es 1 21; oui 1
E7(a3) 62 56;1 oui 62
21, non
E7(CL2) 1 27a oul 1
E7(6L1) 1 7; oui 1
Er 1 1, oui 1
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On dresse maintenant une table résolvant le cas des douze classes posant
probléme :

Table 5.9 Classes posant probléme dans le type E-

Type WS EC E,C (I)G(C) gc A(U)
Dg x A; [@, II1111]W11 35, (34, 1 1
Aq 11111111 15, 44, 1 1
As x Ay 111111XK 111 70, 245+ A, 1 1
Dgx Ay [11,1111] K11 280, (As+A) 1 1
A, 111122 216, As+24; 1 1
D6 X A1 [1, 1112] X 11 378a Ag + A2 62 62
Az 2222 84, Dy + A4 1 1
Dgx Ay [11,22] K11 216,  (As) 11
As X Ay 222X 111 700 As+ A1 1
Az 1133 280y Dg(as) 1 1
D6 X A1 [2, 13] X 11 189;) E7(a4) 62 62
A? 44 35b D6 1 1
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5.7 G de type Eg

On suppose G de type Es.

On remplit la table suivante a ’aide de la table donnée au chapitre 1, de
[3, page 416] et de [20, page 105], la premiére colonne “ 7" indique les classes
unipotentes posant probléme, c’est-a-dire celles pour lesquelles on ne peut
pas prendre s = 1. Ce sont les cas qu’il faudra traiter ensuite.

Table 5.10 G de type Eg

Classe Caractere
? unipotente  A(u) de W  Spécial Gr
1 1 1 oui 1
Ay 1 g oui 1
24, 1 35/ oui 1
— 34, 1 84! non
AQ 62 112; oui 62
28, non
— 4A, 1 507, non
A2 + Al 62 210; oul 62
160/, non
As + 24 1 560, oui 1
As 1 567! oui 1
— Ay + 34, 1 400, non
2A2 62 700; oul 62
3007, non
— 245 + Ay 1 448, non
— As+ Ay 1 1344/, non
D4(a1) 63 1400; oui 63
1008, non
567, non
D, 1 525" oui 1
— 24,4+ 24, 1 175", non
— Az + 24, 1 1050/, non
D4(CL1) + Al 63 1400; oui 63
1575, non
350, non
e Ag + A2 62 3240; oui 1

A sulvre
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Suite de GG de type Ejg

Classe Caractére
unipotente  A(u) de W  Spécial Gr
972" non
A4 62 2268; oul 62
1296, non
Ag + A2 + Al 1 14002,2 non
Dy + Ay 1 7007, non
D4(CL1) + A2 62 2240; oul 62
840, non
A4 + Al 62 4096;‘ oui 62
4096, non
245 1 840", non
D5<CL1) 62 2800; oul 62
2100, non
A4 + 2A1 62 4200; oui 62
3360, non
Ay + Ay 1 4536, oui 1
As 1 32007, non
D5(6L1) + A1 1 6075; oul 1
A4 + AQ + Al 1 2835; oul 1
D4 + Ag 62 4200’2 oui 1
168, non
Eﬁ(ag) 62 5600; oui 62
2400/, non
Ds 1 2100, oui 1
As+ As 1 420, non
As + Ay 1 2016, non
D5(a1) + A2 1 1344w non
D6((12) 62 4200y non
2688, non
Eﬁ(ag) + Al 62 3150y non
1134, non
E7(a5) 63 7168w non
5600, non
448, non
Dy + Ay 1 3200, non
A suivre
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Classe Caractére
unipotente  A(u) de W Spécial Gr
ES (CL7) 65 4480y oui 65
5670, non
4536, non
1680, non
1400, non
70, non
Ag 1 4200, oul 1
Dg(al) 62 5600z oui 62
2400, non
Ag + Aq 1 2835, oui 1
E7(CL4) 62 607537 oul 1
700, non
Eg(al) 62 2800z oui 62
2100, non
D5 + A, S, 4536, oui 1
840, non
Dy 1 972, non
Eg 1 525, oul 1
D7(Cl2) 62 4200x oui 62
3360, non
Aq 1 1400,, non
E6(CL1) + Al 62 40962 oul 62
4096, non
E.(a3) Sy 2268, oul Sy
1296, non
ES(bG) 63 2240$ oui 62
175, non
840, non
D7(a1) 62 324Oz oui 1
1050, non
Es+ A 1 448, non
E;(as) 1 1344, non
Eg(aﬁ) 63 1400x oui 63
1575, non
a suivre
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Suite de GG de type Ejg

Classe Caractére
? unipotente  A(u) de W  Spécial Gr
350, non
— Dy 1 400, non
Es(bs) S3 1400, oui S3
1008, non
56, non
E7(CL1) 1 5671 oui 1
ES (CL5) 62 700$ oui 62
300, non
— Es(by) Sy 560, oul 1
50, non
— E; 1 84, non
Es(a4) 62 21Ox oul 62
160, non
Ex(a3) S, 112, oui GP
28, non
Eg (CLQ) 1 35x oul 1
Es (al) 1 8z oui 1
Eqg 1 1, ouil 1

On dresse maintenant une table résolvant le cas des trente et une classes

posant probléme :
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Table 5.11 Classes posant probléme dans le type Eg

Type de W, Ec EL 34(C) Go Au
E. x A, 1 K11 84" 34, T 1
Ds (@, 11111111] 50/, 44, 11
Ds [1,1111111] 400, Ay+34;, 11
Eg x Ay 1 K111 48, 24, +A 11
Er x 4 27 K11 1344, As+ A 11
Ag 111111111 175/, 245 + 24, 1 1
Dy [11,111111] 1050,  As+ 24, 11
E7 X Al 56a X11 3240; A3 + AQ 62 62
Ar x A, 11111111 K11 1400, As+As+A; 1 1
Ar x A, 11111111 X 2 700", Dy+ A 11
Dsx Ay [@,11111] K 1111 840/, 2A, 11
E. x A, 168, X 11 3200/, As 11
Ds [111,1112] 4200,  Dy+ 4y Sy, 6,
Ay x A, 11111 X 11111 420, Ay + Ay 11
As x Ay x A, 11111IR 111K 11 2016, As + 4 11
Ds x A [1,1111] K 1111 1344, Ds(a))+ A4, 1 1
Dg [11, 1122] 4200y D6(CL2> 62 62
EG X AQ 30; X111 3150y E@(ag) + Al 62 62
E7 X Al 315a X 11 7168w E7(CL5) 63 63
E. x A, 105, X 11 3200, D5+ A, 11
E7 X Al 42021 X 11 607555 E7(CL4) 62 62
Ds 12, 122] 4536,  Ds+ Ay, S 6
A7 x Ay 22222 972, Dg 1 1
E. x A, 210, X 11 1400, A, 11
EG X Az 805 X111 22403[; ES(bG) 63 63
E7 X Al 405(1 X 11 3240z D7(&1) 62 62
As x Ay x A, 222K 111K 2 448, Es+ A 11
Asx Ay x A 1122K3K 11 1344, Ex(az) 11
As x Ay x A, 33W111X11 400, D; 11
E7 X Al 120@ X 11 5602 Eg(b4) 62 62
Ar x A, 441X 2 84, E, 11
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Chapitre 6

Conjecture de Kawanaka

Sommaire
6.1 Cadre et théoréme principal . . . . ... ... ... 124
6.2 Reéduction du probléme . . . . ... ... ... ... 125
6.2.1 Un résultat sur le passage au quotient . . .. . .. 125
6.2.2 Réduction du probléme . . . ... ... ... ... 126
6.3 Démonstration du théoréme 6.1 . . . . . ... ... 127
6.3.1 Support unipotent . . . . . ... .. ... ... .. 127
6.3.2 Premiéres étapes de démonstration . . . . . . . .. 128
6.3.3 Démonstration du théoréme 6.1 . . . . . . . . . .. 130
6.4 Conséquences du théoréme 6.1 .. ... ... ... 133

Ce chapitre s’inscrit dans la continuité de notes rédigées par M. Geck.

Un des points importants de ce chapitre est 'introduction des caracteéres
de Gelfand-Graev généralisés, qui sont un outil de travail primordial dans le
sujet nous intéressant.

L’objectif de ce chapitre est de montrer un théoréme de décomposition
entre les caractéres de Gelfand-Graev généralisés et certains caractéres ir-
réductibles de GF, groupe fini. Cela est fait a 'aide des résultats obtenus
précédemment et on en déduira plusieurs corollaires dont une conjecture de
Kawanaka (théoréme C).
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CHAPITRE 6. CONJECTURE DE KAWANAKA

6.1 Cadre et théoréme principal

Soit GG un groupe réductif connexe sur un corps algébriquement clos de ca-
ractéristique p > 0. On suppose que G est défini sur F, ot ¢ est une puissance
de p et on pose F' : G — G I'endomorphisme de Frobenius correspondant.
On suppose aussi dans tout ce chapitre que G a un centre connexe et que p
est une bonne caractéristique pour G.

Dans [16], N. Kawanaka a montré qu’en bonne caractéristique, a chaque
élément unipotent uv € G¥', on peut associer un caractére I',, appelé carac-
tére de Gelfand-Graev généralisé. Ils sont obtenus par induction de certains
caracteres de radicaux unipotents de certains sous groupes paraboliques de
G. Dans les cas extrémes oil u est trivial ou régulier, on obtient le caractére
de la représentation réguliére ou, respectivement, un caractére de Gelfand-
Graev ordinaire. Pour quelques rappels sur la construction de ces caractéres
de Gelfand-Graev généralisés, on pourra se reporter a ’annexe B. Ces carac-
téres sont liés a la géométrie des classes unipotentes de G et au probléme de
calcul des valeurs des caractéres irréductibles de G sur les éléments unipo-
tents.

Soient uq,...,u, € GF des représentants des classes unipotentes de G’
et I'y,..., ', les caractéres de Gelfand-Graev généralisés associés. On note
(u;) la G-classe de u;. On suppose que les classes unipotentes de G sont
ordonnées de fagon a ce que si la dimension de (u;) est inférieure strictement
a la dimension de (u;) alors ¢ < j. Notant (.,.) le produit scalaire hermitien
usuel sur les fonctions de classes de G, on formule le théoréme suivant.

Théoréme 6.1 Supposons que p et q soient suffisamment grands. Alors il
existe des caractéres irréductibles p,...,p, de GY tels que la matrice des
produits scalaires ((p;,I'j))1<i j<n s0it triangulaire inférieure avec des 1 sur
sa diagonale. De plus, on peut s’arranger pour avoir {(p;, ;) = 6;; si les
G-classes de conjugaison de u; et de u; sont égales.

Les conditions sur p et ¢ viennent du fait que I'on utilise les résultats de
[25], qui ne sont démontrés que sous ces hypothéses. Il semblerait probable
cependant, qu’ils restent vrais sous I'unique condition p bon pour G.
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6.2. Réduction du probléme

6.2 Réduction du probléme

6.2.1 Un résultat sur le passage au quotient

Soit 7 : G — G’ un morphisme de groupes algébriques surjectif dont le
noyau Kerm = S est central. Alors 7 réalise une bijection de ’ensemble des
classes unipotentes de G sur I'ensemble des classes unipotentes de G'.

Proposition 6.2 Soit u € G un élément unipotent de G alors v’ = 7(u) est
un élément unipotent de G'. Alors, on a S C Cg(u), donc on note S, limage
de S dans le quotient Cg(u)/Ceq(u)®. Alors Cer(u')/Cer(u')° est isomorphe
d Ca(u)/Cq(u)°/S.

Démonstration

Tout d’abord 7(Cg(u)) C Cq(u'). En effet, si g € Cq(u), m(g)u’ =
(g)m(u) = w(gu) = 7(ug) = w(u)w(g) = u'n(g), d’ou le résultat.

Ensuite 7(Cg(u)) = Ce(v). En effet, si ¢ € Ce (u'), alors, comme 7
est surjectif ¢ = m(g) avec g € G. Comme 7(ug) = 7(u)w(g9) = v'g =
gu' = 7(g)m(u) = m(gu), on a ug = gus avec s € S donc g~ lug = us = su.
Comme g~ 'ug est unipotent et que us = su est sa décomposition de Jordan
multiplicative avec u unipotent et s semisimple, on a s = 1 et donc gu = ug
soit g € Cg(u).

De plus 7(Cg(u)°) C Cer(u')° car m est un morphisme de groupes algé-
briques de Cg(u) sur Cr (u'). Mais, comme 7 est surjectif, par [11, proposition
2.2.14], W(Cg(u)o) = CG/(U,)O.

Ainsi on a :

Ca(u) = Car(u') = Cor(u')/Cor(u)°

ol « est la surjection canonique. Notons ¢ = aor. Comme Cg(u)° CKery,
on peut passer au quotient ¢ : Cg(u)/Ceq(u)® — Car(u')/Cor (u')°.

Pour g € Cg(u), on notera g 'image de g par la surjection canonique
Ca(u) = Cq(u)/Cq(u)°, ce qui est cohérent avec la notation S.

Soit g € Cg(u) tel que g €Kery. Alors 7w(g) = g € Ceo (u')°. Mais
g6 = m(g0) avec gy € Cg(u)® donc g = gos avec s € S et donc § = Gos =
Gos=35€8.

Inversement, si 5 € S alors 1(3) = ¢/(s) = a o 7m(s) = 1 donc Keryp = S.

Ainsi Cg(u)/Cg(u)o/g ~ CG/ (u’)/CG/ (u’)o.

O
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Corollaire 6.3 Si le noyau S de w est connexe, alors S C Cg(u)® et donc

Cg(u)/C'G(u)o ~ CGV (U/)/Ogl (’LL/)O.

6.2.2 Réduction du probléme

Proposition 6.4 Supposons que le théoréme 6.1 est vrai si G est simple de
type adjoint et défini sur Fyr pour tout r > 0. Alors le théoréme 6.1 est vrai
st G est défini sur F, et a son centre qui est conneze.

Démonstration

Soit G un groupe défini sur [Fy de centre connexe. On montre la réduction
au cas des groupes simples en trois étapes.

(a) Supposons que G = G X G ot Gy et Gy sont des sous groupes fermés
F-stables. Alors les caractéres irréductibles de G sont les produits tensoriels
des caractéres irréductibles de GI et de GI. Une factorisation similaire est
aussi vraie pour les caractéres de Gelfand-Graev généralisés. En effet, soit
u € GF un élément unipotent. Alors il existe un sous groupe parabolique
F-stable P C G et un caractére \, de VI (ot V est le radical de P) tel que
', est obtenu en induisant A\, de V' & G¥. Maintenant, on a P = P, X P,
et V =1V, xVy, o P, et P, sont des sous groupes paraboliques F-stables
de G et (G5, de radicaux unipotents V; et V5 respectivement. Alors A, est
le produit tensoriel de deux caractéres irréductibles \; et Ay de Vi et VI
respectivement. En utilisant la définition des caractéres de Gelfand-Graev
généralisés, on constate que si on écrit u = ujuy avec u; € Gf et uy € Gg
alors Ind‘cjl}i (A1) et Ind%;()q) sont les caractéres de Gelfand-Graev généralisés

de GT' et GL associés a u; et ug, respectivement. Ainsi, I', peut s’écrire comme
le produit tensoriel de ces deux caractéres. Ceci implique que si le théoréme
6.1 est vrai pour GGy et Go, il est vrai pour G.

(b) Supposons que G = G X - -+ X G,. ou Gy,. . ., G, sont des sous groupes
fermés et F permute cycliquement les facteurs. Alors G est isomorphe a
GI" et si le théoréme 6.1 est vrai pour G, il est vrai pour G.

(c) D’apreés (a) et (b) et nos hypothéses, on a que le théoréme 6.1 est vrai
pour tout groupe semisimple de type adjoint. Soit maintenant GG arbitraire de
centre connexe et considérons le quotient adjoint 7 : G — G,q. Comme G a
un centre connexe, on a 7(GY') = G, En particulier, m induit une bijection
entre les classes unipotentes de G et celles de GI,. Soit u € G un élément
unipotent. Alors I, est I'induit d’un caractére irréductible \, de V' oi1 V est
le radical unipotent d’un sous groupe parabolique F-stable de G. Soit I'z(,)
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le caractére de Gelfand-Graev généralisé de GI, associé & 7(u). Notons que
c’est I'induit d’un caractére linéaire de (V') dont la préimage par 7 est \,.
En utilisant la réciprocité de Frobenius, il est immédiat que la multiplicité
de 7*(p), préimage de p par 7, dans [, est la méme que la multiplicité de p
dans Ty, pour tout caractere irréductible p de GE,. Avec cette relation, il
s’en suit que si le théoréme 6.1 est vrai pour Gq, il est vrai pour G.

Ce qui termine la preuve.

O

6.3 Démonstration du théoréme 6.1

On se propose de démontrer, dans ce paragraphe, que le théoréme 6.1
est vrai. D’aprés la proposition 6.4, on peut supposer que G est un groupe
simple de type adjoint en bonne caractéristique.

6.3.1 Support unipotent

On rappelle que, d’aprés [20, paragraphe 13.2.1], on peut partitionner
Irr(GT') en sous ensembles Ge, ou C décrit les classes spéciales F-stables de
G*. Ainsi

Irr(GF) = H Ge
c

Ensuite, dans [25], il est introduit le support unipotent d’un caractére p
de Irr(GF). 11 s’agit de la classe unipotente O de G pour laquelle dim O est
maximale et AV (O, p) # 0 avec

T

AV(0,p) =Y [Ac(uy) = Ac(uy)"] pluy)

Jj=1

ol U1, ...,u, € OF sont des représentants des G -classes contenues dans OF.
Dans [25], il est montré l'existence du support unipotent pour p et g
grands. Ces conditions ont été levées par M. Geck et G. Malle [8], [13].

Théoréme 6.5 Soit C' une classe spéciale F-stable dans G* et soit O =
O (C). Alors O est le support unipotent des caractéres de G .

Voir |25, paragraphe 10 et corollaire 10.9].
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Ceci nous permet de définir n, pour un caracteére irréductible p de GF.
Sip € G et O = ®5(C) est le support unipotent de p alors, d’aprés [13,
théoréme 3.7],

AV (0, p) = £n, " ¢*|A(u)]

avec n, € N\{0}, u € OF et d = dim B,.
n, est aussi donné dans |20, formule 4.26.3].

6.3.2 Premiéres étapes de démonstration

On note Dg la dualité d’Alvis-Curtis-Kawanaka sur ’anneau des carac-
téres de G'. C’est une involution auto-adjointe.
Rappelons maintenant le théoréme B :

Théoréme B Soit O une classe unipotente de G. Alors il existe une classe
spéciale et isolée C dans G* telle que O = ®g(C) et telle que I'hypothése (x)
soit satisfaite. En plus, si O est F-stable, alors C peut étre choisie F'-stable
également.

Donnons maintenant quelques propositions permettant d’introduire un
certain nombre de caractéres irréductibles pour chaque classe unipotente F-
stable de G.

Proposition 6.6 Soit G un groupe simple de type adjoint en bonne caracté-
ristique. Soit O une classe unipotente F-stable de G. On suppose que A(u),
u € O, est abélien. Soit C une classe spéciale vérifiant 'hypothése (), F-
stable comme dans le théoréme B : O = &g (C). Soit d le nombre de classes
de conjugaison de A(u). Alors il existe des caractéres irréductibles ps,. . .,pq
dans éc tels que la matrice des multiplicités entre les p1,...,pq et les duauz
des caractéres de Gelfand-Graev généralisés associés a O soit une matrice
diagonale (de taille d) avec des 1 ou des —1 sur la diagonale.

Démonstration

Dans le cas ou G est muni du Frobenius standard : il s’agit de [9, pro-
position 6.6]. Cependant, cette proposition nécessite 'existence de u € O
“split”. D’aprés [28, remarque 5.1], cette hypothése est vraie dans tous les
cas sauf si G est de type Ez, ¢ = —1 mod 3 et O est la classe paramétrée
par Dg(a3), paramétrisation de [32], ce qui correspond a la paramétrisation
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Es(bg) de [3, page 432|, cas pour lequel A(u) est isomorphe a &3. On pourra
aussi retrouver cela dans [7].

Dans les cas ou GG n’est pas muni du Frobenius standard, c’est-a-dire
G* de type 2A,,_1, 2D,,, 3Dy ou 2Fg, alors on adapte la démonstration de |9,
proposition 6.6|. Effectivement, ce qui change est la paire {.,.}, qui intervient
dans le calcul de n,;' = |{T,, x5 }| (|20, formule (4.26.3)], [13, paragraphe
3.B| et [9, formule 6.1 (d)]). Mais alors n, est inchangé par |20, paragraphes
4.15 et 4.18] dans le cas 2D, et |20, paragraphe 4.19] dans tous les autres
cas. Pour le cas 2Fg, on peut aussi citer [19, théoréme 1.15].

O

On rappelle maintenant |9, proposition 6.7] ainsi que ce qui est évoqué
dans [9, paragraphe 6.8|.

Proposition 6.7 Soit G un groupe simple de type adjoint en bonne caracté-
ristique. Soit O une classe unipotente F-stable de G. On suppose que A(u),
u € O, est isomorphe a G3. Soit C une classe spéciale vérifiant 'hypothése
(%), F-stable comme dans le théoréeme B : O = O (C). Alors la matrice des
multiplicités entre les caractéres irréductibles de éc et les duaux des carac-
téres de Gelfand-Graev généralisés associés a O que ['on note I'y, 'y et I's
est :

n, |6 6 3 3 3 3 2 2
DeTy [T 1 2 . . .
Do) | . . . 1 11
De(Ts) 11

Démonstration

Dans le cas ou il s’agit du Frobenius standard, il s’agit de [9, proposi-
tion 6.7]. Il nous faut ici remarquer que la preuve donnée dans cet article
s’applique également au cas particulier évoqué dans la démonstration de la
proposition précédente ou il n’existe pas d’élément “split” dans la classe uni-
potente O considérée.

Dans les cas ou GG n’est pas muni du Frobenius standard, c’est-a-dire
GT de type 2Es, alors on adapte la démonstration de |9, proposition 6.7].
Effectivement, ce qui change est la paire {.,.}, qui intervient dans le calcul
den ' = |{7,, x5 }| (|20, formule (4.26.3)], |13, paragraphe 3.B] et |9, formule
6.1 (d)]). Mais alors n, est inchangé par [20, paragraphe 4.19]. On peut aussi
citer [19, théoréme 1.15].

O
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Proposition 6.8 Soit G un groupe simple de type adjoint en bonne caracté-
ristique. Soit O une classe unipotente F-stable de G. On suppose que A(u),
u € O, est isomorphe a &, (alors nécessairement G est de type Fy). Soit C
une classe spéciale vérifiant Uhypothése (x), F-stable comme dans le théoréme
B : O = &5(C). Alors il existe 5 caractéres irréductibles de @c tels que la
matrice des multiplicités entre ces caractéres et les duaux des 5 caractéres de
Gelfand-Graev généralisés associés a O est la matrice identité I.

Proposition 6.9 Soit G un groupe simple de type adjoint en bonne caracté-
ristique. Soit O une classe unipotente F-stable de G. On suppose que A(u),
u € O, est isomorphe o S5 (alors nécessairement G est de type Eg). Soit
C' une classe spéciale vérifiant 'hypothése (x), F-stable comme dans le théo-
réme B : O = &g(C). Alors il existe T caractéres irréductibles de Ge tels que
la matrice des multiplicités entre ces caracteres el les duaux des T caracteéres
de Gelfand-Graev généralisés associés a O est la matrice identité I;.

Démonstration
Les deux propositions précédentes découlent directement de [10, théoréme
3.1] qui est obtenu a 'aide de |16, corollaire 3.2.7, lemme 3.3.10 et paragraphe

4.2]. Avec les notations de ce théoréme, si {x1,...,24} (d =5 ou 7, suivant le
cas) est un ensemble de représentants des classes de conjugaison de A(u) ~
Go, il suffit de prendre p(;, 1), .-y Plag1)-

O

6.3.3 Démonstration du théoréme 6.1

Soit G un groupe simple de type adjoint et ¢ une puissance assez grande
d’un nombre premier bon pour G.

Soit O une classe unipotente F-stable de G.

Les classes de conjugaison de A(u) sont en bijection avec les GF-classes
de conjugaison contenues dans OF. Effectivement, a priori ce sont les F-
classes de conjugaison de A(u) qui sont en bijection avec les G''-classes de
conjugaison contenues dans O [11, théréme 4.3.5]. Mais les F-classes de
conjugaison de A(u) sont en bijection avec les classes de conjugaison de A(u).
En effet, dans la quasi totalité des cas, comme G est simple de type adjoint,
on peut choisir un représentant u € OF tel que F agit trivialement sur A(u).
Effectivement, d’aprés [28, remarque 5.1], sauf si G est de type Eg, ¢ = —1
mod 3 et O est la classe paramétrée par Dg(ag), paramétrisation de [32], ce

130



tel-00012071, version 1 - 31 Mar 2006

6.3. Démonstration du théoréme 6.1

qui correspond a la paramétrisation Fg(bg) de |3, page 432|, cas pour lequel
A(u) est isomorphe & &3, il existe u € O “split” et donc F' agit trivialement sur
A(u) |28, remarque 5.1|. Dans le cas exceptionnel, A(u) ~ &3 et le nombre
de F-classes de conjugaison de A(u) est 3 comme le nombre de classes de
conjugaison de A(u), d’ou le résultat.

Ainsi les classes de conjugaison de A(u) sont en bijection avec les G¥'-
classes de conjugaison contenues dans O. Soient d le nombre de classes de
conjugaison de A(u) et u = uy,...,uq des représentants de ces G''-classes de
conjugaison

Soit C' une classe spéciale vérifiant ’hypothése (x), F-stable comme dans
le théoréme B.

Si A(u) est abélien (c’est par exemple toujours le cas si G est un groupe
classique), soient po 1,. - .,po.q des caractéres irréductibles de G associés a O
comme dans la proposition 6.6.

Si A(u) ~ S3 (d = 3 et alors nécessairement G est un groupe exception-
nel), soient po1, ..., pog des caractéres irréductibles de G associés a O
comme dans la proposition 6.7 tels que la matrice 3 x 3 extraite du tableau
de cette proposition soit I'identité.

Si A(u) ~ 64 (d = 5 et alors nécessairement G est un groupe exceptionnel
de type F}), soient po 1, ..., poa des caractéres irréductibles de G associés
a O comme dans la proposition 6.8.

Si A(u) ~ &5 (d = 7 et alors nécessairement G est un groupe exceptionnel
de type Eg), soient po 1, - .., po.a des caractéres irréductibles de G associés
a O comme dans la proposition 6.9.

On considére la somme de caracteres de Gelfand-Graev généralisés sui-
vante :

d
Za
T luy

ou a = |A(u)|, a; = |A(u;)"| et Ty, est le caractére de Gelfand-Graev
généralisé correspondant a u;.

Soit ppy,; le caractére irréductible de G* tel que po; = £Dg(pp;)-

e Calculons maintenant (pp, ;,['o) ot O; est une classe unipotente F-
stable de G avec dim O; < dim O et O # O.

O; est le support unipotent de po, ;, en effet, po, ; € Gcl ot C'y est une
classe spéciale vérifiant ’hypothése (x), F-stable comme dans le théoréme
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B: O; = &(0,), donc, par le théoréme 6.5, O; est le support unipotent de
PO i

Done, par construction du support unipotent, voir |25, théoréme 11.2] ou
[8, preuve du corollaire 2.6], on a :

(**) Si O’ est une classe unipotente F-stable de G telle que po, i(g) # 0
pour g € O'F alors dim O’ < dim O, avec égalité seulement si O’ = O;.

* Si dim O < dim O, alors

<IOI01,1'>FO> = <iDG(p01,i)’FO>
- i<p01i7DG(F )>

= i@ > 10.i(9)Da(To)(9)

geGF

Da(To)(g) # 0 implique g unipotent et dim O < dim(g) [8, paragraphe
2.3].

Si g est unipotent, po,i(g) # 0 implique dim(g) < dim O; (condition
(*)).

Ainsi (pp, ;s o) = 0.

* Si dimO; = dim O, alors on va montrer que 'hypothése (*) de [8,
proposition 2.5| est vérifiée.

(*) po,.i(9) = 0 pour tout g € GE . avec O < (g).

Soit g € GE . avec O < (g), ce qui signifie, dans [8], que O est contenue
dans ladhérence de (g) et O # (g). 1l faut voir po,.i(g) = 0. Si po, i(g) # 0,
par la condition (**), on a dim(g) < dim O; = dim O, mais O étant contenue
dans l'adhérence de (g), ceci implique O = (g), ce qui est absurde, par
hypothése. Ainsi I'hypothése (*) est vérifiée.

Donc d’aprés [8, proposition 2.5] et [13], on a :

(p0,::To) = (£Dc(po,.i),To)
= +(po,.:» Da(To))

1
= ZEEAV(O, pol,i) =0

car O est 'unique classe unipotente de dimension maximale telle que
AV (01, po,.) # 0, c’est la définition du support unipotent.
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Ainsi, en ordonnant les classes unipotentes par dimension, on obtient une
matrice triangulaire inférieure par bloc, chaque bloc diagonal correspondant
a une classe de conjugaison O et a ses caractéres pp ;.

e Calculons maintenant (pf,,;, o), ce qui revient & déterminer le bloc
diagonal correspondant a la classe O.

Si A(u) n’est pas abélien, le bloc correspondant & O est Iidentité par le
choix fait au début de la démonstration et les propositions 6.7, 6.8 et 6.9.

Supposons donc A(u) est abélien. Par le choix fait au début de la dé-
monstration et la proposition 6.6, le bloc correspondant a O est 'identité.

Cependant notons tout de méme que, par |9, preuve de la proposition 6.6],
Npo, = |GF| = |A(u)], car 'hypothése (x) est vérifice par la classe spéciale
C.

D’aprés [13, démonstration de la proposition 3.5 ou théoréme 3.7|, on a :

(r0.:To) = (£Da(po,) To)
= +{po.i; Da(T'0))

1
= i?AV(O, pO,i)

_ -1
- nPO,i

A(u)| = 1

Donc pp; apparait avec multiplicité 1 dans un et un seul des I',; pour
U1,. . ., ug représentants des GF-classes de conjugaison contenues dans O, Ce
qui nous montre a nouveau que, & permutation prés, le bloc correspondant a
O est I'identité mais aussi que, dans le cas A(u) abélien, alors a; = a pour
tout j € {1,...,d} donc F agit trivialement sur A(u;).

Ceci démontre que le théoréme 6.1 est vrai.

6.4 Conséquences du théoréme 6.1

On garde le cadre précédent et on se propose de démontrer quelques
conséquences du théoréme 6.1.

Tout d’abord, introduisons quelques notations. On note (g) la G-classe
de conjugaison de g € G. Si O et O’ sont deux classes unipotentes de GG, on
note O < 0" si dimO < dim O’ ou O = O'. Ceci définit un ordre partiel sur
I’ensemble des classes unipotentes de G.
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Une fonction de classe f sur G sera dite a support unipotent si f(g) = 0
pour tout g € GF qui n’est pas unipotent. On note toujours D¢ la dualité
d’Alvis-Curtis-Kawanaka sur 'anneau des caractéres de GF. C’est une invo-
lution auto-adjointe qui envoie une fonction de classe & support unipotent
sur une autre fonction de classe a support unipotent.

Définition 6.10 Soit f une fonction de classe sur G¥" & support unipotent
et O une classe unipotente F-stable de G. On dit que f est & support dans
O si les deux conditions suivantes sont réalisées :

(a) si f(g) # 0 pour g € GF alors (g) < O.
(b) si Da(f)(g) # 0 pour g € GF alors O < (g).

Soient u1,. . ., u, des représentants des classes unipotentes de G¥'. On note
I'y,...,I', les caractéres de Gelfand-Graev généralisés correspondants.

Supposons que p et ¢ soient suffisamment grands pour que les résultats de
[25] s’appliquent, plus précisément, supposons que p et ¢ soient suffisamment
grands pour que les trois hypothéses suivantes soient réalisées :

(H1) Les caractéres I'y,...I',, forment une C-base de l'espace des fonctions
de classes de GF' a support unipotent.

(H2) Pour tout i € {1,...,n}, le caractére I'; est & support dans (u;).
(H3) Le théoréme 6.1 est satisfait.

Théoréme C (conjecture de Kawanaka [17]) Supposons que les hypo-
theses précédentes soient satisfaites. Alors tout caractére virtuel a support
unipotent de G est une combinaison linéaire & coefficients dans Z de carac-
téres de Gelfand-Graev généralisés.

Remarque 6.11 Dans [15], N. Kawanaka démontre ce résultat pour le cas
des groupes linéaires et unitaires sans restriction sur p et q.

Démonstration
Soit f un caractére virtuel & support unipotent de G¥'. Par (H1), on peut
écrire

f= Zaij avec a; € C

J=1
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Considérons maintenant les produits scalaires de f avec les caractéres p;
donnés par 'hypothese (H3). Pour i € {1,...,n}, on obtient > . a@;(p;,I';) =
(pi, f) € Z. Comme la matrice des produits scalaires ((p;,I';)) est inversible
dans Z, on peut inverser, dans Z, les équations précédentes et on en déduit
que a; € Z pour tout j € {1,...,n}.

O

Lemme 6.12 Supposons que les hypothéses (H1), (H2) et (H3) soient réa-

lisées. Soit f une fonction de classes a support unipotent sur G¥ et O une

classe unipotente F-stable de G.

(a) Si f(g) = 0 pour tout g € G¥ a moins que (g) < O, alors f est une
combinaison linéaire de caractéres de Gelfand-Graev généralisés I'; o

(b) Si f(g) = 0 pour tout g € G¥ a moins que O < (g), alors [ est une
combinaison linéaire de caractéres Dg(I';) ou les I'; sont des caractéres
de Gelfand-Graev généralisés avec O < (u;).

Démonstration

Prouvons tout d’abord le (a). Par (H1), on peut écrire de fagon unique

f= Zaij avec ai,..., a, € C. Réécrivons cela sous forme matricielle :
j=1

I' = (T'i(uy)),<; j<p> la matrice des valeurs des caractéres de Gelfand-Graev

généralisés, f = (f(u1),..., f(uy,)) le vecteur ligne des valeurs de f, et a =

(a1,...,a,). On a alors al’ = f.

Maintenant définissons une relation d’équivalence ~ sur ’ensemble des
indices {1,...,n} par la condition i ~ j si et seulement si (u;) = (u; ).
Par 'hypothése (H2) et la condition (a) de la définition 6.10, la matrice I'
est triangulaire inférieure par blocs et les blocs sont donnés par les classes
d’équivalence de ~. La matrice entiére est inversible donc chaque bloc dia-
gonal l’est. De plus, I'"! est aussi triangulaire inférieure par blocs. Comme
a=fI'! 'hypothése sur f implique que a; = 0 & moins que (u;) < O.

La preuve de (b) est complétement similaire, en considérant la matrice
(Da(T'i)(u))),<; j<,- Notons que, comme Dg est une involution auto-adjointe
sur 'anneau des caractéres de GF et qui envoie une fonction de classe a
support unipotent sur une autre telle fonction, (H1) implique que la matrice
(Da(T'i) (1)), <; j<, est aussi inversible. De plus, elle a une forme triangulaire
supérieure par blocs par I'hypothése (H2) et la condition (b) de la définition
6.10.
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O

On peut maintenant établir une caractérisation des caractéres de Gelfand-
Graev généralisés. Etant donnés y et ¢ deux caractéres de G, on écrit ¢ < y
si x — ¢ est un caractére de G (et pas simplement un caractére virtuel).
Avec cette notation, on peut énoncer le corollaire suivant.

Corollaire 6.13 (caractérisation des caractéres de Gelfand-Graev
généralisés) Supposons que les hypotheéses (H1), (H2) et (H3) soient réali-
sées. Soient O une classe unipotente F-stable de G et x un caractere de G¥
a support unipotent. Alors x = T'; pour un i avec O = (u;) si et seulement si
les deuzx conditions suivantes sont satisfaites :

(a) Le caractére x a son support dans O, voir la définition 6.10.

(b) Aucun caractére 1 avec ¢ < x a son support dans O.

La condition (b) peut étre remplacée par la condition :
(b’) Le degré de x est |GF|q~4mO/2,

Démonstration

Par (H2), on sait que (a) est vrai pour les caractéres de Gelfand-Graev
généralisés. Inversement, soit y un caractére satisfaisant la condition (a),
c’est-a-dire, y est a support dans O. On va montrer que x est une somme de
caractéres de Gelfand-Graev généralisés I'; ou O = (u;). Tout d’abord, (a)
implique que x est & support unipotent. Par le théoréme C, on peut écrire
de facon unique :

n
X = E a;I'; onay,...,a, €Z
=1

Appliquant le lemme 6.12 (a) & x, on a a; = 0 & moins que (u;) < O.
Appliquons D¢ a l'équation ci-dessus, on obtient Dg(x) = Zang(Fj).
j=1

Par le lemme 6.12 (b), on a a; = 0 & moins que O < (u;). Ainsi, en posant
J CA{1,...,n} le sous ensemble des j tels que O = (u;), on a:

X = Z%‘FJ‘

Maintenant, considérons les caractéres p; de 'hypotheése (H3). Ona (p;,I';) =
d;; pour tout 7 et j dans J. On en déduit :

0<{pix) =Y _a;{p;T;) =a; pourieJ
jeJ
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6.4. Conséquences du théoréme 6.1

Cela montre effectivement que y est une somme de caractéres de Gelfand-
Graev généralisés I'; avec j € J.

Par conséquent, si y satisfait aussi la condition (b), alors xy = I'; pour
un j € J, car tous les caractéres de Gelfand-Graev généralisés associés a un
¢lément de O sont & support dans O d’aprés (H2).

Pour compléter la preuve, il reste & voir qu’un caractére de Gelfand-Graev
généralisé I'; (j € J) vérifie la condition (b). Soit donc x un caractére a
support dans O et supposons, si possible, que x < I';. Alors on peut appliquer
I’argument ci-dessus a x et conclure que x est une somme de caractéres de
Gelfand-Graev généralisés I';; avec j° € J. Mais ces derniers ont tous le méme
degré |GF|q=4mO/2 et en conséquent, on en déduit y(1) > I';(1). D’un autre
coté, la relation y < I'; implique x(1) < I';(1), d’ott une contradiction. Ce
qui termine la preuve.

Par un argument similaire de degré, on montre que la condition (b) peut
étre remplacée par la condition (b’).

O
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Annexe A

Deux résultats combinatoires

Nous allons montrer, dans cette annexe, deux résultats combinatoires sur

le d-invariant.

A.1 Un premier résultat

On définit, si A est un symbole appartenant a X3 (voir le paragraphe

1.4),
Z min(c, ) — Tm(m - 12}(4m +1)
{e.c}
_Sm(m +1)(4m —1)
d(A) = m6m —1)(4m —
Z min(c, ') —r ( 12(4 o)
{ec'}
~ m(m+1)(4m+1)
\ ’ 6

sie=1

sie=20

ou {c, '} décrit tous les ensembles & deux éléments de la suite des entrées
d’un représentant de A et m est la longueur de la deuxiéme ligne de ce

représentant.

Notons que d est bien défini car il ne dépend pas du représentant de A

choisi.
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ANNEXE A. DEUX RESULTATS COMBINATOIRES

Par ailleurs, avec les notations et les résultats du chapitre 1, d est égal a
dg, dc ou dp suivant les cas.

Définition A.1 Soient A = (a1 < ay < ---<ag)et B= (b <by <--- <
b;) deux suites de naturels.
On pose

G(A,B)= > min(a,b)

(a,b)eAxB

H(A,B) = Z min(c, c)
{e,c’}

ou {c, ¢} décrit tous les ensembles & deux éléments de la suite des entrées
(al,...,ak,bl,...,bl).

Proposition A.2 Soient A= (a1 <as <---<ay) et B=(by <by<---
bi).
Soit A" = (a} <al <---<aj}) avec

IA

k k
Za; §Zai pour 1 < 7 <k et Za;:Zai.
P P ; ;

i=1 i=1
Alors G(A,B) < G(A', B).

Démonstration

On utilise une méthode analogue a celle évoquée dans [1].

Il suffit de le faire dans le cas A" = (a1 < -+~ < a1 < a;+1 < a4 <
- <aj_; <aj—1<aj <--- <a), en effet, on peut trouver un chemin
de ce type entre A et A’ si A et A’ vérifient les conditions de I’énoncé.

Il existe un unique ig € {1,...,1} (respectivement un unique jo € {1,...,1})
tel que ig <l et by, < a; < b1 ouig =1 et by, < a; (respectivement tel que
Jo <letbj, <a; <bj1o0ujo=1etbj <aj).

On a alors, si 19 < [, bj; < a; +1 < bjyp1 et siig =1, b, < a; + 1
(respectivement, si jo <, bj, < a; —1 < bj,41 et si jo =1let bj, <a; —1).

On en déduit :
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ANNEXE A. DEUX RESULTATS COMBINATOIRES

r=1 s=1
kool
= Z Z n(a,,bs) + Zmln a;, bs) + me aj,
7"2_1/_ s=1
#k’ io Jo
ZZ min(a,, b (l—io)ai+st+(l—jo)aj+st
r=1 g—1 s=1 s=1
r#i,j
kool
G(A',B) = Zme(a bs)
r=1 s=1
kool
:ZZ n(a,,b +Zm1nal+1b —|—Zm1n bs)
S
kool
=3 min(a,, by) + (1 —io)(a; + 1) +Zb + (1= jo)(a; = 1) +Zb
r=1 s=1 s=1

Corollaire A.3 Soient A = (a1 < ay < -+ < ag) et B= (b < by <
bi).
Soit B' = (b <ty <--- <)) avec

k k k k
Zb; < Zbi pour 1 < j <k et Zb; :sz-.
i=j i=j i=1 =1

Alors G(A,B) < G(A, B).

Démonstration

C’est la démonstration précédente en remarquant que G(A, B) = G(B, A).

g
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ANNEXE A. DEUX RESULTATS COMBINATOIRES

Corollaire A.4 Soient A = (a1 < ay < ---<ag) et B=(by <by <--- <

bi).
Soit A = (a} <a)y <--- < ap) avec

k k k k
Za; < Zai pour 1 < j <k et Za; = Zai.
i—j i—j i—1 i—1

Soit B' = (b) <, <--- <)) avec

k k k k
Zbg < sz- pour 1 < 7 <k et Zb; = Zbi'
i=j i=j i=1 i—1

Alors H(A,B) < H(A',B') avec égalité si et seulement si A" = A et
B'=B.

Démonstration

H(A',B') — H(A, B)

k l
= (k—i)d;+ > (I1—j)b;+G(A, B)
i=1 j=1
l

=3 =i = 3= )by — G(A B)

J=1

=k <Za§—2a,~) +1 (Zbg—ij) +G(A', B') — G(A, B)

i=

SHWE D!

=1 j=t 7j=1 1=j
k k l l

3 Y a+ > > b
i=1 j=i j=1 k=j

— G(A', B — G(A, B)

k k l l

oD (g =)+ DD (b b))
i=1 j=i j=1 i=j

Donc, avec les hypothéses sur A et A’ et sur Bet B',ona & > G(A', B')—
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ANNEXE A. DEUX RESULTATS COMBINATOIRES

G(A, B) avec égalité si et seulement si A’ = A et B’ = B.
Enfin G(A', B')—G(A,B) =G(A,B')—G(A',B)+G(A', B)—G(A, B) >
0 par la proposition A.2 et le corollaire A.3, avec égalité si A’ = Aet B’ = B.
O
Rappelons la définition 1.10.

Définition 1.10 Soient A et A’ deuz éléments de X3. Soient (A, B) et
(A’, B') des représentants respectifs de A et \' avec B et B de méme longueur
m.

On note A= (ay < < -+ < tmye), A = (6 < ah < o < ),
B=0b<by<---<bp) et B = <b,<---<¥)

On dit que N < A si et seulement si les deux conditions suivantes sont

réalisées :
m-+e m-+e m-te m-+e

e pour tout j € {1,...,m+e}, Zagg Zai etZa;:Zai.
i=j i=j i=1 i=1
m m m m
e pour tout j € {1,...,m}, Zb; < Zbi ethé = Zbi'
i=j i=j i=1 i=1

Corollaire A.5 Soient A et A’ deuz éléments de X3 avec N < A. Alors
d(A) < d(N') avec égalité si et seulement si A = N'.

A.2 Un second résultat

Soient A = (((ll, ces ,am+1), (bl, ce 7bm))7 B = ((Cl, ceey Cm+1>, (dl, R ,dm))
et C=((x1,...,Tmi1)s W1, Um))

On suppose que a; < b; < a;41, ¢; < d; < ¢io1 pour @ € {1,...,m}, on
dira alors que A et B sont distingués. On suppose également que a; < a;41,
by < big1, ¢ < ciyr, di < digq

On suppose z; = a; + ¢; et y; = b; + d;, ce que 'on peut résumer par
A+ B =C. Alors C est distingué.

Posons A" = A+ ((0,2,4,...,2m),(1,3,...,2m — 1)),

B'=B+((0,2,4,...,2m),(1,3,...,2m — 1)),

C'=C+1((0,4,8,...,4m),(2,6,...,4m — 2)).

On a alors C' = A"+ B'.

Alors A’, B' et C' vérifient les mémes hypothéses que A, B et C. Par
ailleurs, les entrées de A’ et B’ sont toutes deux a deux distinctes.
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Posons Ay = A', By =B et C; = (C".

Pour ¢ valant 2 jusqu’a 2m + 1, on définit par récurrence :

e Sii =2k + 1 est impair, A; = A;_1 dans lequel on remplace le k-éme
terme de la premiére ligne qui vaut aj + 2(k — 1) par ax, B; = B;_1 dans
lequel on remplace le k-éme terme de la premiére ligne qui vaut ¢, + 2(k — 1)
par ¢, et C; = C;_1 dans lequel on remplace le k-éme terme de la premiére
ligne qui vaut =y + 4(k — 1) par z. Alors A;, B; et C; vérifient les mémes
hypothéses que A, B et C.

e Si i = 2k est pair, A; = A;_; dans lequel on remplace le k-éme terme
de la deuxiéme ligne qui vaut by 4+ 2k — 1 par by, B; = B;_1 dans lequel on
remplace le k-éme terme de la premiére ligne qui vaut dj + 2k — 1 par di et
C; = C;_1 dans lequel on remplace le k-éme terme de la premiére ligne qui
vaut y, + 4k — 2 par yi. Alors A;, B; et C; vérifient les mémes hypothéses
que A, B et C.

On a Agi1 = A, Boi1 = Bet Copypy =C

Ainsi, si A, B et C sont tels que A+ B = C, il existe A, B’ et '
vérifiant A" + B’ = ' dont toutes les entrées sont distinctes et un chemin
dont les étapes sont élémentaires (dans le sens ot une seule entrée dans chaque
symbole est modifiée) menant de A’, B" et C" & A, B et C en préservant, a
chaque étape, la propriété sur la somme et la propriété d’étre distingué.

Exemple A.6 Si A=((1,2,5,9),(1,3,5)), B=((1,3,5,6),(3,5,6)) et C =
((2,5,10,15), (4,8, 11)).

Alors, on a :
i=11((1,4,9,15),(2,6,10)) | ((1,5,9,12),(4,8,11)) | ((2,9,18,27),(6,14,21))
i=211((1,4,9,15),(1,6,10)) | ((1,5,9,12),(3,8,11)) | ((2,9,18,27),(4,14,21))
i=311((1,2,9,15),(1,6,10)) | ((1,3,9,12),(3,8,11)) | ((2,5,18,27),(4,14,21))
i=41((1,2,9,15),(1,3,10)) | ((1,3,9,12),(3,5,11)) | ((2,5,18,27),(4,8,21))
i=51((1,2,5,15),(1,3,10)) | ((1,3,5,12),(3,5,11)) | ((2,5,10,27),(4,8,21))
i=61 ((1,2,5,15),(1,3,5)) | ((1,3,5,12),(3,5,6)) | ((2,5,10,27),(4,8,11))
i=7] ((1,2,5,9),(1,3,5)) ((1,3,5,6),(3,5,6)) ((2,5,10,15),(4,8,11))

Un raisonnement complétement similaire peut étre fait si

A = ((al, N ,am), (bl, ceey bm));

B=((c1,.-.,¢m),(d1,....,dn)),

C=x1, s Tm), Y1y Ym))-
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Annexe B

Rappels sur les caractéres de
Gelfand-Graev généralisés

Nous allons rappeler briévement ici la construction des caractéres de
Gelfand-Graev généralisés; pour cela voir [10].

Soit G un groupe réductif connexe défini sur un corps fini Fy, avec le
Frobenius correspondant F': G — G. On note k la cloture algébrique de F,
et on suppose que la caractéristique p est bonne pour G, c¢’est-a-dire qu’elle
est bonne pour tous les facteurs simples de GG, ce qui se résume par :

A, : pas de condition,
B,, C,, D, : p#2,
Ga, Fy, Es, E7r : p#2,3,
Eg : p+#23,5.

On fixe un sous groupe de Borel F-stable B de G et on écrit B = U.T
ou U est le radical unipotent de B et T un tore maximal F-stable. Soient
X =Hom(T,k*) et & C X le systéme de racines de G par rapport a 7.
Alors B détermine un systéme de racines positives @ C ® et un ensemble
de racines simples correspondant A C ®*. On a

G=(TXo|lac® et U= ][ Xa

acdt

ol X, est le sous groupe racine correspondant a o € @, le produit étant pris
selon un ordre fixé sur les racines.
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Pour tout o € ®, il y a un isomorphisme de groupes algébriques x, :
kt — X, tel que, pour tout t € T et £ € k, tx, (&)t = x4 (a(t)E).

A chaque classe unipotente de G, on peut associer un diagramme de
Dynkin pondéré, c’est-a-dire une application additive d : & — Z telle que
d(a) € {0,1,2} pour tout a € A.

Cette application de ’ensemble des classes unipotentes dans I’ensemble
des applications additives vérifiant la condition ci-dessus est injective mais
non surjective en général. La liste compléte des diagrammes de Dynkin pon-
dérés pour les différents types de groupes algébriques simples se trouve dans
|3, paragraphe 13.1|. Etant donné un tel diagramme de Dynkin pondéré d,
la classe unipotente correspondante est déterminée comme suit. On pose

Li=(T,Xo |0 €®, da)=0) et U= [] Xa

acdt
d(a)>i

pour ¢ =1,2,3,... Alors P; = Ug;.Lg est un sous groupe parabolique de G,
de radical unipotent Uy et de sous groupe de Levi Ly. Par [16, théoréme
2.1.1], il existe une unique classe unipotente C' dans G telle que C' N Uy est
dense dans U, s. De plus, C'N Uy est une unique Fj-classe de conjugaison et
I'on a Cg(u) C Py pour tout u € C'NUge. Alors C est la classe unipotente
associée au diagramme de Dynkin pondéré d.

Pour définir le caractére de Gelfand-Graev généralisé associé a un élément
ueCn UCfQ, on a besoin de travailler dans le cadre des algébres de Lie.
Soit g l'algébre de Lie de G sur k. g est aussi définie sur F, et I'on a le
Frobenius correspondant F': g — g. Soit t C g 'algébre de Lie de 7. On a
la décomposition de Cartan :

g:t@@kea ou F(t) =tet F(e,) = e, pour tout € P.

aced

On pose ¢, = k(el,e,) pour tout « € @ ot k : g x g — k est une
forme bilinéaire associative, non dégénérée, G-invariante (forme de Killing)
et x — 2™ un anti-F;-automorphisme de g tel que t* = tet e}, € F,e_, pour
tout a € ® [16, paragraphe 3.1].

Finalement, on fixe un homomorphisme non trivial x : F;r — C*.
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Définition B.1 Considérons un élément unipotent u € C'N U, et écrivons

u € H ZTa(Na) .U£3 ol 7 € F,

acdt
d(a)=2

Avec cette notation, on définit ¢, : Uj, — C* par

§0u H xa(fa) =X Z Canaga Ofl fa c ]Fq-

acdt acdt

d(a)>2 d(a)=2
L’application ¢, est en fait un homomorphisme de groupes, c’est-a-dire
un caractére linéaire de UZ,. Induisant ce caractére de UL, & G, on obtient :

GF F . prF11/2
ou Iy est le caractére de Gelfand-Graev généralisé associé a u.

Remarque B.2 Notons que [Ujjl : UfQ} est une puissance paire de ¢, donc
sa racine carrée existe.

Par ailleurs, cette construction ne dépend pas du choix de u dans la P} -
classe de conjugaison.

Enfin, si C est la G-classe de conjugaison de u. Alors C* se scinde en GF-
orbites et ces GI-orbites sont paramétrées par les F-classes de conjugaison de
Ca(u)/Cq(u)°. Comme Cg(u) C Py, un ensemble de représentants de toutes
les G"-orbites contenues dans C* peut étre trouvé dans C' N U,.
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TITRE en Anglais

On the character sheaves unipotent support

RESUME en Anglais

Let GG be a connected reductive algebraic group with connected centre over
a finite field of characteristic p > 0. We put on this structure a Frobenius
map F and we note G¥ the set of the elements of G which are fixed by the
action of I : GF is a finite group. We suppose that the characteristic p is
good for G.

Then, we define an application ®; from the set of the special conjugai-
son classes of G* to the set of the unipotent classes of G. This application
describes the unipotent support of the different classes of character sheaves
defined on G.

On the other hand, with the Springer correspondence, we define some
invariants, for example the d-invariants, for the characters of a Weyl group
W. We have studied the link between the induction of special characters of
certain subgroups of W and the d-invariants. With these results, we show
that &g, restricted to certain special classes of G* is surjective. We have also
showed that the Frobenius stability can be introduced in this result.

We deduced from that two results. The first one is a strong link between
the restrictions to the unipotent elements of character sheaves of certain
classes and different local irreducible G-equivariant systems on the unipotent
classes of G.

The second result is a proof of a Kawanaka conjecture on the generalized
Gelfand-Graev characters : they constitute a base of the Z-module of the
virtual characters of G¥" with unipotent support.
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DISCIPLINE Mathématiques Pures

RESUME en Francais

Soit, G un groupe algébrique réductif connexe de centre connexe défini sur
un corps fini de caractéristique p > 0. On munit cette structure d’un endo-
morphisme de Frobenius F et on note G¥ I’ensemble des points de G fixes
pour l'action de F' : GF est un groupe fini. On suppose que la caractéristique
p est bonne pour G.

On définit alors une application @5 de I'ensemble des classes de conju-
gaison spéciales de G* dans 'ensemble des classes unipotentes de G. Cette
application décrit le support unipotent des différentes classes de faisceaux-
caractéres définis sur G.

Paralléelement & cela, via la correspondance de Springer, on définit dif-
férents invariants, dont les d-invariants, pour les caractéres d’un groupe de
Weyl W. Nous avons étudié le lien entre I'induction de caractéres spéciaux
de certains sous groupes de W et les d-invariants. A I'aide de ceci, on dé-
montre que P, restreinte a certaines classes spéciales particuliéres de G* est
surjective. On a montré que la stabilité vis-a-vis du Frobenius pouvait étre
introduite dans ce résultat.

On en déduit deux résultats. Le premier est un lien étroit entre les res-
trictions aux éléments unipotents de faisceaux-caractéres de certaines classes
et différents systémes locaux irréductibles et G-équivariants sur les classes
unipotentes de G.

Le second est une preuve d’une conjecture de Kawanaka sur les caractéres
de Gelfand-Graev généralisés de G : ils forment une base du Z-module des
caractéres virtuels de G¥ & support unipotent.

MOTS-CLES

Groupes réductifs, Groupes de Weyl, a-invariants, b-invariants, d-invariants,
Correspondance de Springer, Faisceaux-caractéres, Support unipotent, Ca-
ractéres de Gelfand-Graev généralisés.
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