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Introduction générale

Cette thése a pour objet de maniére générale I'optimisation du temps de recherche
d’une poursuite aléatoire d’une cible dans les sciences du vivant et de la matiére 2. De
méme que les sytémes dynamiques déterministes présentent deux visages, I'un a temps
continu, 'autre a temps discret, les systémes dynamiques aléatoires admettent une version
a temps discret et une version a temps continu. Ici il s’agira essentiellement des processus
stochastiques markoviens 2 & temps continu & une dimension. Les principes de la méca-
nique nous enseignent que si une particule matérielle se meut dans un champ de forces,
I’avenir de la trajectoire ne dépend de la trajectoire passée que par la position et la vitesse
a l'instant présent. La notion de processus de Markov [29] est la transposition probabi-
liste de la méme idée. Un systéeme dont I’évolution dépend du hasard est un processus
de Markov si la loi de probabilité qui gouverne les états futurs du systéme ne dépend du
passé que par I’état présent.

Que voulons-nous modéliser 7 Essentiellement des problémes issus des sciences du vi-
vant et de la matiére. Ainsi, cette thése a commencé par la tentative de réalisation de
nouveaux modeéles sur la recherche d’un site cible spécifique sur ’ADN par une protéine
enzymatique dans le prolongement de mon stage réalisé au Collége de France. Il s’agit 1a
d’un probléme trés vaste et complexe qui touche essentiellement a la biologie moléculaire
au sein du noyau des cellules pour les eucaryotes ou directement dans le cytosol pour les
procaryotes. Résumons briévement le probléme. On s’intéresse a la cinétique de la réaction
entre une protéine enzymatique typiquement un facteur de transcription ou un enzyme
de restriction et ’ADN. Le probléme est décrit de la fagon la plus générale possible. Et
les enjeux sont évidemment fondamentaux du point de vue biologique car ce probléme
est directement lié a la régulation de la synthése protéique par exemple c’est a dire au
controle de 'expression des génes. En effet, pour induire ou réprimer la synthése d’une
protéine, il est nécessaire que des protéines appelés facteurs de transcription activent des
séquences d’ADN de fagon spécifique. Expérimentalement on constate de fagon assez sur-
prenante que la cinétique de cette réaction est beaucoup plus rapide que celle réalisée par
une simple diffusion. Dans I'expérience réalisé par Bustamante et ses collaborateurs [23]
a l'aide d’un Scanning Force Microscope (SFM) qui a I'avantage de pouvoir étre utilisé
directement dans les liquides, on peut visualiser directement le déplacement d’une E.coli

2La physique (du grec gvotkn ) est étymologiquement la science de la Nature. On peut rappeler
aussi qu’Aristote emploie indifféremment les notions de physique, de philosophie naturelle ou méme de
recherche sur la nature dans son ceuvre "la Physique".

3 Andrei Andreevich Markov (2 juin 1856 & Razian - 20 juillet 1922 & St Petersbourg) était un mathé-
maticien russe. Ses travaux sur la théorie des probabilités 'ont amené & mettre au point les chaines de
Markov qui 'ont rendu célébre. Ceux-ci représentent les prémices de la théorie du calcul stochastique.
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polymerase par rapport & ’ADN qui est lui absorbé sur une surface de mica. On observe
alors que la protéine enzymatique alterne en gros deux sortes de mouvements : soit des
glissements diffusifs a une dimension le long de 'ADN soit des excursions diffusives a
3 dimensions dans la solution environnante. Récemment les experiences de Stanford ont
confirmé ces phénomeénes d’association-dissociation, et Slutsky [68] a rappelé que I'opti-
mum était réalisé quand la durée de chaque phénoméne était égales. Rappelons enfin que
Berg [20, 84| dans son article fondateur avait déja proposé un tel mécanisme et 1’avait va-
lidé expérimentalement. Au niveau de la modélisation proprement dite de ce probléme en
particulier, on n’a pas proposé de nouveaux modéles par rapport a celui réalisé ens stage
de DEA. En revanche on a étendu ce phénoméme intermittent a plusieurs dimensions en
considérant cette fois un mouvement de "téléportation" (repositionnement aléatoire) . Ce
sera l'objet du chapitre 12 de la troisiéme partie de ma thése.

Ensuite, a une toute autre échelle, nous nous sommes intéressés au comportement
général de recherche des animaux. Dans la nature, la capacité a pouvoir trouver de la
nourriture, et un partenaire pour se reproduire sont des taches de premiéres importances
pour la survie d’'une espéce. De maniére générale, nous nous intéresserons aux stratégies
de recherche intermittentes. En effet, le comportement de recherche de certains animaux
peut se décomposer en deux phases éléméntaires : une phase de déplacement rapide pour
aller d’'un endroit a un autre et une phase de recherche proprement dite. En outre, la cible
sera considérée comme un objet immobile et difficile a trouver. Ce sont des restrictions trés
fortes qu’il faut garder a l’esprit. Par ailleurs, dans toute la thése la phase de recherche sera
modélisée par un processus diffusion au cours duquel 'espace est littéralement scanné par
le chercheur. L’utilisation de la diffusion pour la modélisation en biologie et en écologie est
maintenant largement acceptée et validée au sein de la communauté scientifique [58, 19].
Parmi les paramétres du modele, la vitesse v de la phase balistique et le coefficient de
diffusion D de la phase de recherche ne sont pas aléatoires dans la nature, ils seront pris
comme fixes. Les fréquences \; ou les temps 7; passés dans chaque état varieront de fagon
aléatoire suivant une loi de Poisson. La quantité physique la plus pertinente qui sera
calculée systématiquement dans nos différents modeéles est le temps moyen de premier
passage en fonction des A;. Il représente la durée moyenne au bout de laquelle la cible est
atteinte pour la premiére fois. Il s’agira ensuite d’optimiser ce temps moyen de premier
passage en fonction des paramétres ce qui permettra de définir la stratégie optimale de
recherche si elle existe.

Cette question de l'optimisation des stratégies de recherche a été formalisée pour la
premiére fois par des mathématiciens au service de ’'US-Navy au cours de la seconde guerre
mondiale : il s’agissait alors de localiser au plus vite les sous-marins ennemis [43, 73|. La
solution proposée consistait a déterminer la meilleure répartition spatiale des efforts de
recherche, compatible avec les données disponibles sur la répartition supposée des cibles
cherchées. Plus récemment, des prolongements de ces méthodes ont été mis en oceuvre
au cours d’opérations de sauvetage en mer par les garde-cotes américains. Cependant,
ces méthodes ne sont utiles que dans le cas ou 'on dispose d’informations a priori sur
la position de la cible. Dans le cas contraire ot aucune zone de recherche peut étre a
priori privilégiée, le chercheur doit choisir arbitrairement sa trajectoire. D’autre part, il
faut distinguer le cas ou le chercheur sait, au moins approximativement, ou se trouve la
cible et celui ou il n’a pas d’information sur sa position. Dans la premiére éventualité,
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I'optimisation du temps de recherche consiste & minimiser une fonctionnelle plus ou moins
complexe sous diverses contraintes dépendant spécifiquement du systéme considéré. Ce
probléme classique de poursuite optimale a été étudié de longue date et a donné lieu
a de nombreux travaux |73, 43|. Les propriétés particuliéres du chercheur et du milieu
y jouant un roéle primordial, il n’y a pas lieu d’attendre des résultats généraux. Nous
avons choisi de nous intéresser au cas contraire ol la position de la cible est inconnue.
Le chercheur doit alors faire usage de dispositifs de détection, et choisir arbitrairement sa
trajectoire jusqu’au moment ou la cible sera a portée des détecteurs. L’efficacité de ses
choix ne peut alors s’évaluer qu’en introduisant des notions de probabilités. Le probléeme
de recherche s’en trouve d’autant plus modifié que les détecteurs sont a courte portée, et
que les déplacements arbitraires du chercheur risquent d’étre longs. La dynamique propre
au chercheur n’est plus seule en cause, mais aussi les détecteurs employés. Ceux-ci peuvent
présenter certains points communs. C’est ainsi que la détection, qui exige ’analyse des
données collectées, peut étre relativement lente par rapport aux déplacements dont le
chercheur est capable. Dans ce cas, celui-ci a intérét a ralentir ses mouvements pour
faciliter la détection, ou méme & adopter un comportement intermittent comme c’est le
cas chez certains animaux, alternant des phases de déplacement sans contrainte et des
phases de détection durant lesquelles le déplacement est lent ou nul.

Puis, nous étudierons de maniére systématique les processus de recherche intermittent
avec mémoire & une dimension. On prendra ainsi quelques modéles toujours trés simples
reposant sur ’alternance entre différents régimes. Le chercheur reste des temps aléatoires
dans chacun des états et ne trouve la cible que dans I'un des régimes. Pour chaque modéle,
on calculera le temps de premier passage a la cible, et on essayera d’optimiser. On aura
alors une idée plus claire de 'avantage ou non a utiliser I'intermittence avec mémoire lors
de la recherche d’une cible.

Ensuite, dans une troisiéme partie nous envisagerons les processus de recherche inter-
mittent sans mémoire au travers de deux modeéles & une dimension. Ces modéles trouvent
leur application dans la réactivité chimique ot le "chercheur" est une molécule qui n’a
évidemmment pas de "mémoire". Nous nous intéresserons aussi a des propriétés de type
"premiére rencontre" qui constitue une premiére étape indispensable & la compréhension
de la cinétique de réactions limitées par la diffusion. Nous présenterons dans cette par-
tie des résultats récents portant sur I'influence du confinement sur ce type de propriétés
de rencontre entre partenaires de réaction. Jusqu’a présent, I'essentiel des résultats que
nous avons obtenus met en jeu un unique marcheur aléatoire qui évolue en milieu confiné.
La question posée est la suivante : démarrant d’'une partie de la surface du domaine de
confinement, combien de temps un marcheur aléatoire met-il pour revenir a cette méme
partie de la surface du domaine ? La réponse a cette question a récemment été appportée
dans le cas d'une marche de Pearson % par Blanco et Fournier [22]. Nous présenterons
dans cette partie les extensions que nous avons apportées a leur résultats. Enfin, nous
étudierons un processus de recherche intermittent combinant des phases de diffusion et
de "téléportation" (repositionnement aléatoire) dans un systéme continu sphérique a d
dimensions et dans un réseau régulier . Le chercheur alternera des phases diffusives, du-

4Une marche aléatoire de Pearson est définie comme une succession de trajectoires balistiques a vitesse
constante v, de durées exponentielles de fréquence A\ dont la direction est réorientée aléatoirement.
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rant lesquelles les cibles peuvent étre découvertes, et des phases rapides (téléportation)
qui relocalisent aléatoirement le chercheur, mais qui ne permettent pas de détecter les
cibles. Nous montrerons que cette alternance peut étre favorable pour minimiser le temps
de premiére découverte, et que ce temps peut étre optimisé par un choix approprié des
temps d’attente de chaque mouvement. La stratégie de recherche optimale sera explici-
tement obtenue dans le cas continu et le cas discret. Des arguments seront donnés pour
montrer que des mouvements intermittents beaucoup plus généraux ont des stratégies de
recherche intermittente & d dimensions. Ces résultats peuvent étre utiles dans le contexte
de la catalyse hétérogene, ou dans de divers exemples biologiques de transport a travers
les pores membranaires.

F1G. 1 — Dessin de Ricard Solé
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Introduction a la premiére partie :
processus de recherche en biologie
comportementale

L’observation du monde animal d’un point de vue éthologique c’est a dire 1’étude
scientifique du comportement des animaux dans leur milieu naturel, fait apparaitre que
le mouvement de certains animaux se réalise par intermittence avec des pauses allant
de la milliseconde a la minute. Un mouvement sera dit par intermittence quand la force
qu’exerce un animal pour se déplacer lui-méme est appliquée de fagon discontinue et
que les pauses durent assez longtemps par rapport & la durée d’un simple mouvement
cyclique des membres locomoteurs. Ce mouvement intermittent se trouve dans un trés
grand nombre d’espéces allant de simples protozoaires jusqu’aux mammiféres et dans
différents milieux (aquatiques, terrestres ou aériens). Il intervient naturellement lorsqu’il
s’agit de rechercher de la nourriture, de poursuivre une proie, de rechercher un partenaire
pour la reproduction, de trouver un habitat, de fuir un prédateur, ou tout simplement de
se déplacer. Méme si a priori cela doit augmenter les dépenses énergétiques, cela permet
aux animaux qui ont ce type de comportement d’étre plus attentifs au milieu dans lequel
ils évoluent. Quand ils font des pauses, ils peuvent plus facilement repérer s’ il y a des
proies ou des prédateurs présents. Un rouge-gorge par exemple traverse une pelouse en
une série de petites courses interrompues par des périodes sans mouvement apparent. Les
écureuils quand la chance nous est donnée d’en apercevoir semblent avoir ce méme type
de mouvements quand ils cherchent de la nourriture sur le sol. La liste des exemples est
longue [45, 25, 39, 56].

Cette premiére partie sera consacrée a un type de mouvement intermittent en particu-
lier, celui de la recherche de nourriture. Il s’agira de modéliser ce phénoméne simplement
en calculant le temps moyen de premier passage d’'un animal pour trouver une proie ou
de la nourriture immobile et cachée.

Rappelons tout d’abord qu’il existe d’autres modéles qui reposent notamment sur
des considérations énergétiques. Ainsi, en écologie comportementale, I’ensemble des re-
cherches liées a I’Optimal Foraging Theory est jusqu’a présent dominé par le théoréme
de la valeur marginale, énoncé par Eric Charnov en 1976 [24]. Il s’agit de déterminer les
stratégies comportementales optimales que devraient avoir adoptées les animaux au cours
de I’évolution, et en particulier le temps optimal d’exploitation des agrégats de ressources
disponibles dans ’environnement. Selon la théorie de I’évolution, le processus de sélection
naturelle favorise la subsistance des organismes les mieux adaptés a leur environnement.

7
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Or l'aptitude darwinienne d’un animal s’apprécie principalement via sa capacité a trans-
mettre son patrimoine génétique aux générations futures. Il est donc conjecturé qu’au
cours de l’évolution, I’animal a adopté un comportement optimal dans son environne-
ment naturel. Afin de corroborer cette hypothése, les écoéthologues recherchent quel est
le meilleur compromis entre d’une part, la consommation d’énergie et la prise de risques,
et d’autre part, 'efficacité du comportement. Cette problématique est a ’origine de I'Op-
timal Foraging Theory. Désormais classique, le modéle théorique de Charnov meéne a des
prédictions cohérentes en ce sens qu’elles correspondent a l'intuition et de surcroit aux
observations expérimentales. Bien que les prédictions auxquelles ce modeéle conduit soient
le plus souvent vérifiées chez des animaux aussi différents qu’invertébrés, oiseaux, reptiles,
et méme mammiféres, sa valeur n’est qu’heuristique. En effet, il repose sur quelques hy-
pothéses contraignantes. D’une part il s’agit d’un individu isolé. Aucune concurrence avec
ses congénéres n’est pris en compte. D’autre part il est supposé 'omniscience de I’animal
c’est a dire la connaissance des distributions spatiales et qualitatives des ressources dans
I’environnement ce qui n’est pas vraiment plausible. Ainsi les contestations et les critiques
ne manquent pas [61]. En effet, la détermination de ce que la sélection naturelle maxi-
mise vraiment n’est pas évidente. Les animaux ne sont pas manufacturés. Les stratégies
optimales peuvent étre inaccessibles. Les tests et les hypothéses n’ont pas été clairement
vérifiées. Et enfin la valeur heuristique est discutable...

Beaucoup de modeéles ont été proposés pour étudier le comportement de recherche des
animaux [72, 8, 4, 5, 34, 44, 55, 60, 31]. Mais plus récemment un autre type de modéles
de comportements optimaux de recherche reposant sur des vols de Lévy a été développé
par Wiswanathan |76, 77, 78, 79, 80, 81, 49, 7, 62]. Ils considérent une distribution de
cibles aléatoires et un chercheur aléatoire (a un état) qui réalise une marche de type Lévy.
Plus précisément, les régles du modeéle sont les suivantes. Le chercheur commence par
choisir au hasard une direction. Il réalise alors un vol balistique dont la longueur [ est
choisie selon une loi de Lévy P(l) = 1/I*. Les deux éventualités suivantes sont alors a
considérer : ou bien une cible est rencontrée au cours de cette étape balistique, auquel cas
le marcheur interrompt sa phase balistique au moment de la rencontre; ou alors aucune
cible n’est rencontrée, et cette fois le marcheur réalise cette étape balistique en entier. Les
auteurs se sont alors intéressés a l'efficacité de ce processus de recherche, définie comme
le nombre moyen de cibles détectées par unité de temps. Plus précisément, il s’agit de
savoir s’il est possible d’optimiser 'efficacité de la recherche par rapport au parameétre u
de la loi de Lévy. En fait, Viswanathan et coll. ont été amenés a considérer deux types
de recherche différentes. Le premier cas correspond & une recherche dite « non destruc-
tive », ce qui signifie qu’'une cible détectée réapparait a la méme position apres la visite
du chercheur. Cette situation peut étre adaptée a la description de cibles générées a un
taux régulier, mais elle n’est absolument pas pertinente du point de vue de la question
de déterminer la stratégie optimale pour retrouver un objet « caché ». Dans ce cas, les
auteurs ont montré que p ~ 2 correspondait a la marche de Lévy la plus efficace. Le
second cas correspond a une recherche dite « destructive », ce qui signifie qu'une cible
détectée disparait aprés la visite du chercheur. Cette situation est bien la situation per-
tinente du point de vue de la question qui nous intéresse ici de 'optimisation du taux
de rencontre avec des cibles cachées. Dans ce second cas, les auteurs ont montré que la
stratégie optimale n’est pas une marche de Lévy, mais en fait une simple trajectoire ba-

8



tel-00281894, version 1 - 25 May 2008

listique entre deux cibles consécutives (ce qui correspond & p — 1). Finalement, dans la
situation qui nous intéresse de I'optimisation du temps de rencontre avec une cible cachée,
si le chercheur est capable de chercher en méme temps qu’il se déplace, la stratégie de
recherche optimale est en fait une stratégie purement balistique. La question que nous
posons ici est la suivante : que se passe-t-il si le chercheur ne peut pas chercher en méme
temps qu’il se déplace? Cette situation est physiquement trés importante, sachant que
bien souvent le mouvement dégrade significativement la perception et que, par ailleurs,
certaines recherches sont intrinsequement a 2 états.

A Téchelle macroscopique, nous observons donc dans le cas de nombreuses espéces
des stratégies de recherche intermittentes. Ce mouvement saltatoire est caractérisé par les
observations expérimentales suivantes :

— Ces animaux manifestent une alternance entre des phases de déplacement et des
phases qualifiés de "stationnaires". Ces phases stationnaires sont décrites comme
des phases ot ’animal se déplace peu et qui permettent la détection des proies. La
nature précise de ces phases n’a cependant pas été élucidée.

— Les durées de ces phases varient notablement d’une espéce a 'autre

— Il semble exister une corrélation entre les temps passés dans chacune de ces phases.
Nous allons donc proposer un modéle stochastique tres simple, visant a rendre compte de
ces observations expérimentales, inexpliquées jusque la.
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Introduction a la premiére partie : processus de recherche en biologie comportementale
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Chapitre 1

Modéle et équations
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1.1 Introduction

Chercher un objet situé aléatoirement est une des taches les plus fréquentes pour les
organismes vivants, qu’ils’agissent de nourriture, d’un partenaire sexuel pour la reproduc-
tion ou d’un abri. Dans ces exemples, le temps de recherche est généralement un facteur
limitant qui doit étre optimisé pour la survie de I'espéce. La question de la détermination
de Vefficacité d’'un comportement de recherche est ainsi un probléme crucial d’écologie
comportementale qui a inspiré de nombreux travaux expérimentaux et théoriques . Cela
reléve aussi de plus larges domaines comme la théorie des processus stochastiques, de
mathématiques appliqués, et de biologie moléculaire.

De nombreuses études d’animaux cherchant de la nourriture pour un grand nombre
d’espéces ont montré qu'un mouvement intermittent est communément observé et que les
durées de recherche et de déplacement varient grandement. Ce mouvement intermittent,
parfois qualifié de saltatoire, est facilement compréhensible dans le cas de cibles difficiles &
détecter et peu abondantes. Et puisqu’'un mouvement trop rapide altére significativemnt
ses capacités de perception, I’animal doir chercher lentement. Puis, il se déplace rapide-
ment pour pouvoir explorer un nouvel espace et cherche lentement encore. Et ainsi de
suite...

Dans la suite, nous supposerons donc que le chercheur peut avoir alternativement deux
attitudes distinctes (voir fig. 1) :

- une phase de recherche minutieuse durant laquelle le chercheur explore son voisinage
immédiat avec ses organes sensorielles. Cette phase sera modélisée par un "lent" mouve-

11
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ment diffusif c¢’est a dire une marche aléatoire continue avec un coefficient de diffusion D.
La cible est trouvée quand le mouvement atteint la location de la cible pour la premiére
fois.

- une phase de déplacement durant laquelle le chercheur se déplace "rapidement" et
ou il est incapable de détecter une cible.

Ensuite, nous supposerons que le chercheur peut passer d’un état & un autre aléatoire-
ment avec un taux par unité de temps \;, et que les proies sont immobiles et distribuées
aléatoirement avec une densité uniforme.

Etat 1;

Déplacement « aveugle »

. Cible
Cible trouvée
| Y ... L.
Etat2: ¥
Recherche

Fi1G. 1.1 — Un mode¢le a deux états du comportement de recherche des animaux

Dans un premier temps, nous introduirons la notion fondamentale de temps de premier
passage, puis nous présenterons plus en détail notre modéle.

1.2 Temps moyen de premier passage

1.2.1 Equation de Chapman-Kolmogorov vers le passé

Il sera utilisé des modéles faisant intervenir des processus de Markov c’est-a-dire qu’il
sera considéré que l’avenir des processus ne dépend pas de tout le passé mais seulement du
présent. Chaque état dure un temps aléatoire suivant une loi de Poisson. Il faut rappeler
en outre qu’il sera adopté une approche continue du probléme. Il s’agit maintenant de
montrer qu’en partant de I’équation différentielle de Chapman ° - Kolmogorov ¢ vers le

Sydney Chapman (29 juin 1888 & Eccles - 16 juin 1970 & Boulder) est un mathématicien anglais. Il a
travaillé sur la théorie cinétique des gaz, en météorologie, en géomagnétisme, en physique ionosphérique
et en aréonomie.

6 Andrei Nikolaievich Kolmogorov (25 avril 1903 & Tambov - 20 octobre 1987 & Moscou) est un mathé-
maticien russe dont les apports en mathématiques sont considérables. Les physiciens le connaissent pour
sa contribution fondamentale en hydrodynamique (1941), et pour le fameux théoréme KAM (1954) qui
établit la stabilité des orbites quasipériodiques d’un mouvement conservatif classique par perturbations.

12
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passé ou "rétrograde" qui joue un réle fondamental dans 1'utilisation des processus de
Markov, il peut étre obtenu le temps moyen de premiére atteinte.

Soit p(7, i, t|r", j,t = 0) une densité de probabilité de transition, I'équation de Chapman-
Kolmogorov vers le passé s’écrit de maniére générale :

terme de diffusion et d’entralnement
A

8 = 7 — — N\
—p(Fi, t|r', j,t = 0) = D;V4p(F i, tlr', j,t = 0) + A;V 5p(7, it j,t = 0)

ot
+ Y D kot ot = 0) = p(, i, |17, j, ¢ = 0)] W,
k

(1.1)

-~
terme de sauts

Il est & noter que les opérateurs mathématiques V2 et V. agissent sur la variable 7/
T
de "départ" d’ou 'expression "vers le passé" ou "rétrograde".

Soit < t|7j ,1,0 > le temps moyen premiére atteinte de la cible :
— n +oo —
<t 0,0 >= Z/df/ p(F, i |7, §,0)dt (1.2)
j=1 0

En intégrant 'équation (18) par rapport a ¢ entre t = 0 et ¢ = 400,
en supposant que tligrn p(r,4,t|r", 5,0) = 0, et puisque p(7,4,0[r’, 7,0) = & ;6(7" — 1),

il est obtenu :

—5;,30(F = 77) = D;VAP(7ili, 5,0) + AV 5 P(F, il ,0)
+ IR K, 3,0) — P, 5,0 Wi, )
k

ou P(F,ilr, j,0) = [;7°° p(7,i,t|r!, j,0)dt

En intégrant ’équation (20) par rapport 7 :

k

ou P(ilr', j,0) = [ P(,ilr', j,0)dt

Enfin en sommant sur ¢ cette expression, nous aboutissons a :
—1=D;VZ% <!, 0> + A,V <t 5,0 > + > [< P k0> = <t 5,0 Wy,
k
(1.5)

13
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Nous disposons donc maintenant d’une équation faisant intervenir le temps moyen de
premiere atteinte.

L (o, i0) + Z iio [t (0, 90) — (0, 7)] = —1 (1.6)

ol LZTO = DO0,, +v0, et \;;, est le taux de transition d’un régime ¢y & un régime q.
conditions aux limites : ¢(zq,i9) =0 si zg =0 et ip = 1

1.2.2 Calcul du temps moyen de premier passage dans des cas
trés simples

Pour se familiariser avec la notion de temps moyen de premier passage, voyons ce que
cela donne dans des cas tres simples :
S’il y a seulement un chercheur qui diffuse alors ’équation de Chapman-Kolmogorov
vers le passé se réduit a :
d2
D—t(z) = -1 1.7
t(e) (17)
donc

2

t(x) = —;—D+A:U—|-B (1.8)

Avec deux bords absorbants i.e. t(0) = ¢(L), nous avons :

1
t(x) = ﬁx(L — 1) (1.9)
Aprés moyenne sur la position :
1 (=1 L?
<t>=— —x(L —x)dr = 1.10
L/O opt(E— v = 55 (1.10)

Avec un bord absorbant et un bord réfléchissant i.e. t(0) = 0 et <Lt(z)|,_,, il en
résulte :

1

t(z) = Ex(QL — ) (1.11)
Aprés moyenne sur la position :
1 (51 L2
<t>=— —x(2L — x)dr = — 1.12
L /0 opt L —ndr =25 (1.12)

Il peut arriver qu'un chercheur commencant en x = % par exemple aille d’abord vers
L puis reparte en arriére avant d’atteindre sa cible en x = 0. Des événements comme
celui-la rallonge le temps moyen de premier passage. Ainsi, le temps moyen de premier
passage dans ce cas est quatre fois plus long que précédemment.

14
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1.3.  Modeéle balistique-diffusif avec mémoire a une dimension

Ces résultats donnent graphiquement :

T T T

—— avec deux bords absorbants
—— avec un bord absorbant et un bord réfléchissant

F1G. 1.2 — Représentation graphique du temps moyen de premier passage

1.3 Modéle balistique-diffusif avec mémoire & une di-
mension

Nous présentons ici un modele idéaliste & une dimension décrivant approximativement
le processus de recherche intermittent des animaux.

Considérons dans un premier temps un segment de longueur L avec des bords réflé-
chissants.

+v
e
o] v L
cible
| D D |
L

F1G. 1.3 — Représentation schématique du modéle

La position du chercheur le long du segment est noté par x. Le chercheur peut adopter
deux régimes dynamiques différents indexés par i = 1 ou 2 :

15
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-Pendant le régime 1, le chercheur réalise un simple processus de diffusion ou un
mouvement brownien avec une constante de diffusion D, modélisant la phase de recherche
intensive et de faible déplacement. Dans ce régime, la cible (nourriture) est découverte
lors du premier passage du chercheur a cette position.

-Pendant le régime 2, le chercheur réalise un mouvement balistique avec une vitesse
constante v.

L utilisation du mouvement Brownien 7 pour modéliser la phase de recherche est jus-
tifiée par le fait que la cible est difficile a trouver. De méme, le mouvement balistique
est aussi utilisé dans un souci de simplicité. Des modéles plus sophistiqués peuvent étre
envisagés mais cela ne changera pas qualitativement nos conclusions.

Les durées successives de chaque régime ¢ sont supposées étre des variables stochas-
tiques indépendantes T; :

t

Prob(T; >t) = et =¢ 7 (1.13)

A; peut étre vue comme un taux de transition d'un régime a un autre. 7; est la durée
moyenne d’'un de ces régimes.

Quant a la cible, elle est supposée ponctuelle et localisée en = = 0.

Nous calculons maintenant analytiquement le temps moyen de premier passage.

En utilisant I’équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé, on obtient :

D% + M\[t(x,3) —t(x,1)] = -1 (1.14)
v@ + Xoft(z,1) — t(z,3)] = -1 (1.15)
D% + M[t(x,4) — t(x,2)] = -1 (1.16)
—v% + \oft(x,2) — t(x,4)] = —1 (1.17)

Les conditions aux limites s’écrivent alors :
Nous avons un point absorbant en 0 : ¢(0,1) = 0 et ¢(0,2) =0

et des bords réfléchissants en 0 et L :
pour les états diffusifs cela entraine

ot(x,1) _
< Oz ):p:L =0

ot(x,2) _
< Oz ):)::L =0

“On attribue “traditionnellement” I’observation de ce mouvement pour la premiére fois au botaniste
Robert Brown (21 décembre 1773 & Montrose - 10 juin 1858 & Londres) en 1827. Il observait alors au
microscope le mouvemenent erratique des grains de pollen en suspension dans l’eau, qui ne sont soumis
a aucune autre interaction que des chocs avec les «petites» molécules du fluide environnant. On trouve
cependant une descrition détaillée de ce mouvement dés 1785 par le hollandais Jan Ingenhousz alors qu’il
observait le mouvement irrégulier de la poudre de charbon de bois & la surface d’une solution alcoolique.

16
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1.3.  Modeéle balistique-diffusif avec mémoire a une dimension

(8t(z,2)> —0
oz =0

et pour les états balistiques : t(L,3) = t(L,4) et t(0,3) = ¢(0,4)

Un modéle similaire mais plus simple considére une particule qui se déplace sur un
cercle de longueur L, en alternant un mouvement diffusif (phase 1) et un mouvement
de vitesse constante v (phase 2). La cible est placée en un point O du cercle, origine
des coordonnées curvilignes. Ce modéle peut évidemment représenter I’évolution d’une
particule dans un réseau unidimensionnel de cibles réguliérement espacées.

Cible

diffusif
D

balistique
+v

F1G. 1.4 — Représentation schématique du modéle

L’équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé donne plus simplement :

0?t(z,1)
D=+ Alt(z,2) — t(x, 1)) = ~1 (1.18)
2
U@t(m, ) + Xoft(z, 1) — t(x,2)] = —1 (1.19)
ox
et cela revient avec les conditions aux limites périodiques a :
t(0,1) =0
t(L,1)=0

t(0,2) = ¢(L,2)
La résolution détaillée de ce probléme est étudiée dans le chapitre suivant.
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Résolution du modéle balistique-diffusif
avec mémoire
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2.1 Calcul du temps moyen de premier passage

Le systéme d’équations différentielles (1.18) s’écrit sous forme matricielle, en prenant
t(x,3) = Lt(z,1) :

d t(z,1) 0 0 1 t(z, 1) 0
- tz,2) | = -2 2 0 tz,2) |+ -1 (2.1)
i(,3) YA i
Il peut étre facilement résolu :
A+ Ao AD 1
t(z,1) = C1e™ + Coe®™ + O3 + L 2(2Z — )+ —
)\11) /\1’0 )\1
t(z,2) = %Cleax + 220hefT 4 O3 + %(% — ) (2.2)
t(z,3) = aCie®® + [CyeP* — —’\1\1\2
avec a = (22 + \/2—§+4%) et B=13(%2— \/2-%—1-4%)
Les conditions aux limites périodiques sont :
t(0,1) =0
tL,1)=0 (2.3)

#0,2) = t(L, 2)
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Chapitre 2. Résolution du modéle balistique-diffusif avec mémoire

Aprés quelques calculs, on trouve :

1 1. 8 1
Ci=(—+—)L
S W WL vy ey 0
a2 .
02 = (All + %2)[10(_5 1—iﬁl‘ ,
Cy=—(C1+Cy) = (F+L)2% -+
d’ou
)\1—|->\2 L 21_eam 21—6ﬁ )\1+>\2£L'
t(x,1) = — — — 2.
(z,1) A1 g ﬁ—a[ﬁ 1—eal 1—eﬁL] AW (25)
M+N L 1—’\1}2éea‘” I A ND VINED Wy |
t(z,2) Itk o ——t-a ] -——  (26)
)\1)\2 6-0& 1—(30‘[’ 1—661’ )\1 (% )\1
avec a = (22 + %+4%)etﬁ:%(’\—2— %—1—4%)

2.2 Moyenne sur la position du temps moyen de pre-
mier passage

efl—1

L | _
)\14‘)\2 L 21— I 21 BL /\1+>\2L
<t>= t(x,)dx = > i — — (2.7
/0 (z, 1)dx Ao ﬁ—a[ﬁ 1—eal % 1 _oiL ) M v (27)
Dans la limite de basse densité définie par L >> ;—2, /\%,

L 1 1 72N+ 207
+1-)
20°MT 0 XoT /TN 4T\

ourT = 1% et % la densité de cibles. Nous remarquons la dépendance linéaire en L (la
distance typique entre les cibles). Cette stratégie est plus efficace qu'une simple diffusion
qui évoluerait en L2

En variables adimensionnées, (2.8) s’écrit :

(2.8)

<t> L X+Y X?+42V

2.9
T 21)7'( Y )\/X2+4Y (2.9)
ou X = /\1% =TetY = ﬁ = 22 sont les variables adimensionnées des temps.
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3.1 Introduction

C’est la partie la plus difficile et la plus technique de notre modélisation. Une premiére
approche peut étre basée sur une analyse par loi d’échelles, mais elle ne renseigne pas sur
les comportements asymptotiques. L’étude compléte qui fait intervenir les courbes de
niveaux est donnée dans ce chapitre.

3.2 Etude du temps moyen de premier passage avec des
courbes de niveau

Avec les notations précédentes, le temps moyen de recherche < t > est donné par

<t> L X+4+Y X*4+2Y _ L

= = C 3.1
T 21)7'( Y ) X2 4+4Y  2vT (31)
En introduisant une nouvelle variable u = %, nous obtenons :
2Y
(1 + u)—t (3.2)

-
vu? +4uY

ce qui permet d’exprimer X et Y en fonction de u et C'
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3.2. Ftude du temps moyen de premier passage avec des courbes de niveau

o8] |/
06 |
04|

0.2

0 02 04 06 08 1 12 14

X

F1a. 3.1 — Courbes de niveaux du temps moyen de recherche. Courbe rouge plaine : C' = 3.
Courbe bleue hachée C' = 2.5

avec

0= €[1,0] (3.5)

Courbes de niveaux

Il est maintenant facile d’obtenir les courbes de niveaux du temps moyen de recherche
dans le plan (X,Y’) correspondant & une valeur donnée de C': X et Y sont donnés par
(3.3,3.4) et 3.5 en tant que fonction paramétrées par u, avec u € [0,C' —1]. Quand u — 0,
X et Y tendent vers 0 et % — 0 : la courbe est tangente a I'axe (Ox). Quand u — C' — 1,
X et Y tendent vers 0 et % — C —1.

On voit que pour une valeur donnée de u, X et Y augmentent avec C' et 'intervalle
[0, C — 1] des valeurs possibles de u augmentent avec C' si bien que la ligne de contour I',
correspondant & une valeur de C' est contenue a l'intérieur de n’importe quelle ligne de
contour I", tel que C’ > C.

Valeurs maximum de X et Y
Il est clair que pour une valeur donnée de C', X et Y ont pour valeurs maximales
respectives X, et Y, . A partir de (3.3,3.4,3.5), nous trouvons que

dy 1 6 — C

= 2 _ ]| _

- 500+ ]{9 — 0 c}

dx 1 0% + C9? — 20

& g+ VeE—1 - .
- 500+ ]{ ¢ c} (3.6)
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A partir de ces expressions, nous pouvons montrer que dX/du et dY/du s’annulent pour
u = uy et u = ugy, respectivement, uy et uy étant des valeurs déterminées de [0,C — 1],
correspondantes aux maxima de X et Y.

Courbes de X maximum

Si dX/du = 0, nous voyons a partir de (3.6) que

I R I R 2(6% — 1) (37)
C2-0(0— V02 —1) S0 200 -V —1) ‘

En insérant I'expression de u dans (3.3,3.4), nous obtenons 1’équation de la courbe de X
maximum, parametrée avec 6 € [1,00] :

0+v02 -1 0+02 -1
2-00—-02-1) [2—-60(0—62 1)

On voit que si 8 — 1, ce qui correspond a u — 0, ou X < Y, alors

Y ~ <§)3/5 (3.9)

alors que si # — oo, alors u — 00, X > Y et
3\ 1/3
Y ~ <1> X2 (3.10)

Temps de recherche optimal avec 71 minimum

Nous avons montré que la plus petite valeur du temps moyen de recherche est %,
obtenue quand C' = 1, correspondant & X =Y =0, ou 7y =75 = 0 : ce n’est clairement
pas une condition réaliste, puisque, pratiquement, le chercheur ne peut pas réaliser des
oscillations infiniment rapides entre les phases 1 et 2! En fait, il est raisonnable de supposer
que le chercheur a besoin d’un temps minimum 7y,,, si bien que la durée moyenne de
la phase 1, 71, devrait étre au moins 7,,. Alors, la plus petite valeur accessible de C'
corresponds a une courbe de niveau I'c pour laquelle la valeur maximum de X est X, =
Tim /7. Ainsi, nous obtenons la condition optimale :

Y = (6> —1)3/? X =2(6% —1)>? (3.8)

X=X, Y~CX° (3.11)

C et « étant donnés par (3.9) or (3.10), ce qui est en bon accord avec les données
expérimentales pour une grande classe d’animaux cherchant de la nourriture.

Cependant, il peut étre remarqué que la phase 2, correspondante & un mouvement
rapide balistique devrait aussi avoir une durée minimum 75,,, nécessaire pour que le cher-
cheur réalise de meilleures performances physiques.

Temps de recherche optimal avec 75 minimum
Pour discuter de cette nouvelle situation, nous devons considérer les courbes de Y
maximum.
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Si dY/du = 0, nous voyons a partir de (3.6) que

0%(0 + 62 — 1) 0% — 1

= et U= —rree 3.12
1+6v0? -1 1+60v6%—1 (3:12)
Par (3.3) et (3.12), nous obtenons les équations pour la courbe de ¥ maximum :
1 0++v0?—1 1 6++v0?—1
Y = (6% — 1)3/2+— et X = (6% —1)%? i (3.13)
2 1+60v6?—1 2 1+ 602 —1]2
a partir de laquelle on peut voir que si § — 1, alors u — 0, X < Y et
Y ~ 275 X3/ (3.14)
et si @ — oo, alors u — 1, et
Y~ X (3.15)

Si nous voulons optimiser le temps de recherche avec la condition que Y > Y,, = 7,,,/7 (et
pas de condition sur X), nous devons choisir C' de telle maniére que la valeur maximum
de Y sur la courbe de niveau correspondante est juste 7y,,/7, et nous obtenons les lois
d’échelle (3.14,3.15), avec Y =Y,,.

Temps optimal de recherche : cas général
En fait, il semble raisonnable d’optimiser le temps de recherche avec les deux conditions
x> Hm y > DBm (3.16)
T T
Alors, nous devons considérer plusieurs situations, dépendant des valeurs respectives 71,,
et To,,. Evidemment, il est tres difficile de savoir ces valeurs pour les animaux. Néanmoins,
nous pouvons remarquer que le temps minimum 7, nécessaire pour la phase de recherche
- laquelle nécessite d’analyser I'information contenue dans les signaux faibles ou intriqués
fournis par les récepteurs - devrait probablement étre plus grand que 7, dans la phase
de déplacement. Ainsi, nous supposerons que

Tim Z Tom (317)

Alors, la valeur minimum de C' correspond & une courbe de niveau I'c qui est tangente
a la frontiére de la région permise (X > 7,,/7, Y > 79,,/7) ou qui passe par un point
(X, Yyn). Mais le point de contact ne peut pas étre un point de ¥ maximum, donné par
(3.13), parce que pour ces points, u = X/Y est toujours plus petit que 1, par (3.12).
Finalement, si le point de contact de I'. avec la ligne X = 1,/ corresponds a
U = Uy > Tim/Tom, alors la valeur optimale du temps de recherche apparait pour X =
Xm = Tim/7, Y =Y, = 79,,/7 : le chercheur devrait passer d’une phase a 'autre aussi
fréquemment que possible. A partir de (3.7), cette situation arrive quand le paramétre 6
satisfait I'inégalité
2(0% — 1) S Tim _ Xm

2000 -2 —1) " Tom  Ym

U, (3.18)
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Utilisant (3.3,3.4) et (3.6), 'inégalité (3.15) peut étre écrite
4Y2 (14 tp) — 2Vt (1 4 2uy,) —ud, >0 (3.19)

Ainsi, dans la région (A) du quart positif du plan (X,,, Y;,,) o (3.19) est valable, la valeur
minimal du temps moyen de recherche est obtenue pour X = X,,, et Y =Y,,, et aucune
loi d’échelle ne devrait étre valable. Au contraire, dans la région complémentaire (B) du
quart positif du plan, la valeur minimal du temps de recherche est obtenue pour X = X,
et Y d’aprés (3.9) et (3.10), dépendant si Y > X ou Y < X. On peut noter que la courbe
" séparant les régions (A) et (B) satisfait les équations

Y:m[l—i—%—kdl—i—&a(l—l—uﬂ, w=X/Y (3.20)

1442
9

1/2
, si bien que, quand © — 0, X et Y — 0, avec Y ~ ( X) , et quand u — oo, X

1/2

et Y — oo, avec Y ~ (%) . Quand u = 1,X:Y:%[3+\/1_7] ~ 0.89

La région (B), ou les lois d’échelle tiennent, se trouve a 'intérieur de I'. Si la condition
heuristique mais raisonnable (3.14) Y,, < X, est satisfaite, tous les points (X,,, Y;,) sont
dans (B) pour X, <0.89 et la loi d’échelle (3.9) est valable.

Par ailleurs, pour X,, > 0.89, la loi d’échelle (3.10) est seulement justifiée si (X,,, Y,)
se trouve dans la région (B), i.e. si, pour X,, > 1, Y,, < (X,,,/2)"/2, lequel est considéra-
blement plus fort que (3.14).

Apreés quelques calculs, nous montrons qu’il y a un seul minimum quand

)\1 — Almam (321)

AL+ 6N, — %Ai’ =0 (3.22)

En écrivant (Ao7) &= C'(A\17)Y, une simple analyse des lois d’échelles montre que I’équa-
tion donne deux différents régimes :
— 81 \;7 < 1 (regime S), nous trouvons

A = Mmaz (3.23)
2\/_ 1.2
N~ (205N (3.24)

et le prédateur passe plus de temps a chercher qu’a se déplacer.
— si Ay7 > 1 (regime M), nous avons

)\1 = Almax (325)

et le chercheur passe plus de temps a se déplacer qu’ a chercher.
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Nous aboutissons a deux lois d’échelle dépendant de \; et de Ay avec des exposants

trés proches % et % La valeur seuil % a la signification d’une limite de recouvrement :
7 est la durée pour laquelle la distance limite couverte est la méme pour les états 1
et 2. La condition de non recouvrement est déterminée en formant le rapport p de la

longueur scannée en phase de recherche sur la distance couverte en phase de déplacement
p = %,//\21. Dans le régime S, p = ()\17)% < 1 et il n'y a pas de recouvrement. Il est

remarquable que dans ce régime, p peut étre petit, ce qui veut dire que ’espace scanné
n’est pas connexe mais laisse des trous d’espace non visités. En revanche, dans le régime
M, nous avons p = ()\17)% > 1 et un recouvrement peut arriver, ce qui semble contre
intuitif pour une exploration optimale. Néanmoins la puissance % assure que p n’est jamais
plus grand que 1 et la trajectoire optimale explore toujours des espaces non scannés de

taille significative.
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4.1 Analyse des données expérimentales et comparai-
son avec les prédictions théoriques

De nombreuses études sur le comportement des animaux ont montré que le comporte-
ment intermittent apparaissait sous différentes formes et chez beaucoup d’espéces. Dans
cette section nous allons analyser les données expérimentales issues d’O’Brien et al. [56],
et Kramer et al. [45]. Ces études fournissent la durée moyenne (et donc son inverse le
taux) des phases de recherche et de déplacement pour 18 espéces différentes incluant des
poissons planctonivores [56], des oiseaux se nourrissant sur le sol [25], des lézards [39] qui
utilisent tous une stratégie de recherche intermittente. Les taux correspondants A\; vont
de 0.1 & 100 Hz sans corrélation systématique avec la taille des animaux. Nous supposons
que toutes ces especes adoptent la stratégie optimale obtenue dans le cadre du modéle
stochastique exposé précédemment. Cette hypotheése forte repose sur I'idée que I’évolution
a eu tendance a sélectionner les comportements de recherche optimaux de ces animaux
(pour autant qu'’ils soient décrits par le modéle stochastique décrit ici!). On peut alors
obtenir & partir de la relation optimale 3.22) et des fréquences mesurées le temps ca-
ractéristique inconnu 7. De maniére assez inattendue, il se trouve que ’histogramme de
log(T), représenté sur la figure (4.1), a la forme d’une distribution bimodale. Le premier
pic (autour de t = 0.1 s.) correspond & des chercheurs dans le régime S, et le deuxiéme pic
(autour de t = 25 s.) a des chercheurs dans le régime M. Un résultat surprenant est qu’en
fait les animaux représentés par le pic de gauche sont ceux appartenant au groupe S défini
précédemment, passant plus de temps a chercher qu’a se déplacer. Alternativement, le pic
de droite correspond a l’ensemble des animaux, noté M précédemment, passant plus de
temps a se déplacer qu’a chercher. Finalement, log(7) prend essentiellement deux valeurs,
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et est grossiérement constant pour chacun des deux ensembles d’animaux S et M.

Log Tt distribution (extended set)
T T T T T T T T T

)
=
T
|

I
N
T
|

Normalized number of events

F1G. 4.1 — Histogramme des valeurs de log(T) pour les animaux au comportement salta-
toire. Le premier pic autour de 0.1 s corresponds aux animaux appartenant au groupe S.
Le second pic autour de 25 s corresponds aux animaux appartenant au groupe M.

La deuxiéme figure est la représentation graphique en log-log des données \; et A,
des sets S et M. Les deux sets sont fortements corrélés avec un coefficient de corrélation
r > 0.9 comme le montre les régressions linéaires. En outre, leur pente sont en bon accord
avec nos prédictions théoriques & savoir % pour M (pente expérimentale : 0.7 £ 0.1) et %
pour S (pente expérimentale : 0.6 + 0.1). L’accord quantitatif est donc raisonnablement
bon. Ce bon agrément suggére que de nombreuses espéces minimisent leur temps de
recherche de nourriture selon la stratégie intermittente décrite par notre modéle et met
en avant 'idée que la cinétique des trajectoires est un facteur prédominant optimisé par
la sélection naturelle.
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Set M
1 I T T I T T
05 —
N L i
g o .
-
L o i
05— —
i linear regression: s=0.7+/-0.1, r=0.96| |
L © | | | |
-1 1 1 1 1
-05 0 0.5 1 15
Logfl
Set S
15 T T T I T I T
1 — —
& 05+ .
[o))
o - -
-
o — —
- O O O -
-0.5— linear regression: s=0.6+/-0.1, r=0.91| —
1 I 1 I 1 I 1 I 1 I
-15 -1 -0.5 0 0.5 1

Logfl

F1G. 4.2 — Courbes log-log de la fréquence expérimentale f, en fonction de la fréquence
expérimentale f; : en haut les animaux du groupe S et en bas les animaux du groupe M.
Chaque point correspond & un animal différent. Les droites sont les régressions linéaires
des points expérimentaux.

4.2 Conclusion

Nous avons vu qu’il existe de nombreux modéles étudiant le comportement de re-
cherche de nourriture des animaux. Les premiers étaient basés sur le théoréme de la
valeur marginale de Charnov (1976) en prenant en compte le gain net d’énergie, la prise
de risque et lefficacité du comportement. Cette approche, cependant, met en jeu des
caractéristiques spécifiques de chaque espéce et ne permet guére d’obtenir des résultats
généraux. Plus récemment, il y a eu la publication de plusieurs articles s’appuyant sur
des vols de Lévy donnant des résultats généraux mais de portée limitée : les stratégies de
Lévy ne sont optimales que dans le cas trés artificiel de cibles "revisitables", c’est a dire
qui sont régénérées au méme endroit aprés avoir été visitées par le chercheur.

Les travaux présentés ici sont une alternative aux approches précédentes. Dans cette
section nous nous sommes posés la question de déterminer la stratégie la plus rapide pour
trouver une cible. Cette question d’intérét général a été abordée dans le cas d’animaux
cherchant leur nourriture, pour lequel de nombreuses données numériques sont disponibles.
Nous avons proposé et résolu un modeéle stochastique a deux états de la recherche de cible,
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basée sur une modélisation du mécanisme de perception par de la diffusion. Ce modéle
fournit une relation en lois de puissance entre les temps caractéristiques passés dans chaque
état qui s’accorde bien avec les résultats expérimentaux. Notre modéle suggére qu’au cours
de I’évolution les animaux qui ont adopté un mouvement intermittent ont optimisé ainsi
leur temps de recherche de cibles cachées aléatoirement suivant les principes de I’évolution
des espéces de Darwin ®

Soulignons que les stratégies de recherche intermittentes sont observées aussi a I’échelle

microscopique dans la cas d’une protéine enzymatique qui recherche un site cible sur
I’ADN. Doit on en déduire qu’il s’agit d’un mécanisme de recherche universel 7 Au dela du
détail de la dynamique mise en jeu, les deux exemples mentionnés ici (animaux cherchant
de la nourriture et protéine cherchant un site cible) relévent en fait d’'un méme schéma
de recherche, combinant deux phases :

— la premiére phase est une phase “lente” mais réactive (permettant de trouver la
cible) : c’est la cas de la diffusion 1D le long de I’ADN ou des phases de recherche
attentive dans le cas des animaux ;

— la deuxiéme phase est une phase “rapide” mais non réactive (ne permettant pas de
trouver la cible) : c’est la cas des excursions en volume pour la protéine ou des
phases de déplacement pour des animaux.

Rappelons que c’est en partie grace au hasard que les espéces ou les cellules s’adaptent

a leur environnement. Les processus de recherche intermittents fournissent donc un nouvel
exemple du role du hasard dans I’évolution et dans les processus naturels.

F1c. 4.3 — La chasse de albatros

8Charles Robert Darwin (12 février 1809 a Shrewsbury - 19 avril 1882 4 Downe) est un biologiste bri-
tannique. Il développa la premiére théorie d’un mécanisme biologique de ’évolution, la sélection naturelle,
qui explique la diversification de la vie & travers un lent processus de modification par I'adaptation.
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Stratégies de recherche intermittente
avec mémoire et a une dimension
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Introduction a la seconde partie :
mémoire et recherche intermittente

Le sujet de cette deuxiéme partie est I’étude systématique de plusieurs modeéles tres
simples du point de vue de la modélisation, du méme type que celui introduit pour les
animaux qui recherchent de la nourriture de fagon intermittente. Aussi, tous ces modéles
reposent sur l'alternance entre une phase de recherche, modélisée soit par une marche
aléatoire brownienne soit par un mouvement balistique, et une ou plusieurs phases de
déplacement diffusives ou balistiques. Par ailleurs, on étudiera aussi le cas d’une réac-
tion imparfaite et d’une cible étendue. A chaque fois, on calculera le temps moyen de
premier passage, pour étudier I'optimisation de ce temps moyen de premier passage en
fonction des paramétres pertinents du systéme c’est a dire ici les fréquences ou les temps
correspondant a chaque régime. Les calculs deviennent malheureusement vite compliqués
analytiquement...

Dans cette partie, nous allons donc en particulier approfondir 1’étude des recherches
intermittentes et essayer de répondre aux questions suivantes :

— Quand est-il intéressant d’adopter une stratégie intermittente, i.e. d’interrompre les

phases de recherche attentive par des phases de déplacement pur ?

— Et le cas échéant, comment répartir son temps entre les phases définies précédem-

ment pour étre le plus efficace possible ?

A ces questions primordiales pour toute application a des problémes pratiques, il est
difficile de répondre précisément et de maniére générale. C’est pourquoi nous devons
nous appuyer sur le traitement explicite de différentes situations typiques. De cette vision
fragmentaire du probléme, nous verrons cependant apparaitre certains comportements
généraux qui fournissent quelques éléments de réponse aux questions précédentes.

Meémoire et recherche intermittente

L’étude du modéle intermittent trés simple développé dans la premiére partie fait ap-
paraitre quelques conclusions relativement surprenantes, qui semblent corroborées par les
observations effectuées sur de nombreuses espéces animales. Un trait caractérsitique de
ce modeéle est que le chercheur conserve la mémoire de sa vitesse d’'une phase balistique a
lautre. Cette hyothése est assez bien vérifiée pour les animaux considérés, et elle parait
assez logique : puisque la détection de la cible a courte distance est sans erreur (la cible
est trouvée instantanément et avec certitude) lorsque le chercheur parvient a la position
de la cible dans son état actif, celui-ci doit scruter des régions encore inexplorées lors-
qu’il se trouve dans cet état, et il n’a donc aucun intérét a revenir sur ses pas pendant
ses phases de déplacement rapide. Cependant pour conserver la mémoire de sa vitesse,
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certaines capacités physiques et mentales sont nécessaires. La plupart des animaux suf-
fisamment élaborés les possédent, mais il n’en va pas nécessairement de méme pour "les
chercheurs" élémentaires tels que les bactéries et les molécules. Afin d’étudier I'effet de
cette mémoire éventuellement possédée par le chercheur, mous allons dans ce chapitre
examiner les propriétés optimales de différents modéles ou le chercheur fait preuve de
mémoire. Nous considérerons d’autres modeéles oti, au contraire le chercheur ne posséde
pas cette mémoire spatiale dans la partie IV.
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5.1 Modéle et équations

Le premier modéle que 1'on va considérer ici est un modeéle exclusivement balistique
ot un chercheur alterne entre deux phases de vitesse v; (régime 1) et vy (régime 2). Mais
il ne peut trouver la cible que pendant le régime 1 de vitesse v,. Le chercheur passe un
temps aléatoire de duré exponentielle dans chaque état. La question est de savoir si il
existe une stratégie intermittente optimale en fonction des fréquences \; avec 1 = 1,..,2.
Pour cela on va s’intéresser au temps moyen de premier passage au niveau de la cible. En
utilisant I’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov vers le passé, il est obtenu :

vy at(;x’ Y + M [t(z,2) —t(z,1)] = —1 (5.1)

Les conditions aux limites périodiques sont :
t(L,1)=0
t(0,2) = t(L,2)
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5.2 Reésolution

Les solutions s’écrivent sous la forme :

1 1N, 1 1. 1)\, 1 1

1) = Cye®® 4 Cy— [— 4 ~ 2L p Syp o =22y

(x ) e+ C2 [Ul + CYUl( (%1 + Ug)]x o Ul( U1 + Ug)

U1 )\2 1 1/\1 1 1 1 )\2 1 1

Hr9) = 20 pow oo 2 ML LA 1L
(7,2) A Uy 1€+ 02 [vl + ozvl( o + UQ)]x+ a2 112( o * v2)

avec q = 21 4 X2
’Ul ’U2 . . . . .
Calculons la moyenne sur la position initiale x :

A @ e&L,
Ll d)eel ol L th 11

S v @ 4=+ (——+)]L/2
222 el — 1 [vl avl( vy Ug)]/

5.3 Optimisation

(5.3)

(5.4)

(5.5)

On trouve numériquement que < ¢t > est minimum par rapport a A; quand A\; = 0,
et est minimum par rapport a \; en prenant A\, aussi grand que possible. le chercheur a
donc toujours intérét, dans ce cas, a rester dans la phase réactive 1, comme le suggeére
I'intuition. S’il ne peut le faire, et si les circonstances pratiques imposent une valeur finie
de Ay, il doit rester le moins longtemps possible dans la phase 2. Ce modéle ne conduit
donc pas a des comportements non triviaux si les fréquences \; et Ay peuvent étre choisies
indépendemment : dans ce cas, 'intermittence entre les phases 1 et 2 n’est pas une stratégie

utile pour diminuer le temps de recherche.
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Voici ce que cela donne graphiquement.

120 12,500

10,000
100

<T> 7,500

<T>
80 5,000
2,500
60
[ s e e e e e |
TTTT T T I T[T T I T[T T T T[TTTT] 0o 25 50 75 100
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 2
F1G. 5.1 — Graphe de < t > en fonc- F1G. 5.2 — Graphe de < t > en fonc-
tion de Ay avec v; = 1, vy = 10, tion de Ay avec v; = 1, vy = 10,
Ay =1, L=100. A =1, L=100.

F1G. 5.3 — Graphe de < t > en fonction de A\ et \y avec v = 1, v, = 10, L=100.
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6.1 Introduction

Le modele diffusif-balistique avec mémoire pour une cible ponctuelle a été traité de
maniére détaillé dans la partie I. Nous considérons ici et dans le chapitre suivant deux
généralisations ce modéle, supposant d’abord que la cible a une dimension finie, puis que
la détection de cette cible n’est pas instantannée.

6.2 Modéle et équations

Considérons un chercheur alternant entre des phases diffusives (régime 1) et des phases
balistiques (régime 2) le long d’un cercle de longueur L. Comme précédemment, il reste un
temps aléatoire dans chacune des phases selon une loi exponentielle. La grande nouveauté
par rapport aux modeéles précédents est que la cible est maintenant étendue de taille a.
Par ailleurs la réaction est supposée parfaite c’est a dire instantannée dés que le chercheur
se trouve dans la zone de longueur a.

L’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov vers le passé nous donne donc le
systéme d’équations différentielles a résoudre :

D% [, 2) — Hz, 1)] = 1 (6.1)
Uatg;; 2) 4 dolt(@1) — H(w,2)] = -1 (6.2)
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Cible

diffusif
D

balistique

F1G. 6.1 — Schéma avec les conditions aux limites périodiques pour une cible étendue

Les conditions de raccordement s’écrivent :
t(0T,1) =0
t(OJr 2) =t(L,2)
t(L ,1)=0
t((L ) ,2) =t((L—a)",2)
6.3 Résolution

On montre que suivant le segment, les solutions sont de la forme :
Pour le segment [0, L — a] :

A+ A2 D 1
t(xz, 1) = Cre™ + Coe™ + C = - — 6.3
(l‘7 ) 1€ + 26 + 3 + )\1,0 ()\]_/U 1’) + )\1 ( )
)\2 )\2 )\1 + /\2 /\QD

t(x,2) = —=C1e® + —Coe™ + C = - 6.4
(Zﬂ, ) 51} 177 + v 2" + (3 + /\11] ( )\11} II?) ( )

avec les constantes v = 1(22 + 2—% +4%) et B=3(%2 -/ 2—; +43L)

Pour le segment [L —a, L] :
t(z,1)=0 (6.5)
Ay 1

t(x,2) = Chev 4+ — (6.6)

Pour déterminer les constantes C; avec i = 1, ..,4 qui apparaissent dans les expressions
des solutions, on a donc a résoudre le systéme d’équations

(AL +22)XD 1

Ci+Cy+ Cs + o)’ + N 0 (6.7)
A1+ A2 A D 1
a(L—a) B(L—a) 1 212 L — —
016 + 026 + 03 )\1” [ )\10 ( a)] + —)\1 0 (68)
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/\2 )\2 ()\1 + )\2)/\2D A2 1

—C C Cy+ 227 = Chen I+ — 6.9
5o 1+ Co+ Oyt Do) e 4 " (6.9)
A A2 Ao D Ay 1
Z20pec o) 4 _026 AL=0) L O 4+ M| 2= — (L —a)] = Cyev =9 4 —
pu A1 A2

(6.10)

Apreés quelques calculs assez longs, on trouve la valeur des constantes C, Cy et C3 en
fonction de wCjy et f qui sont définis juste aprés.

af v 1 A2
Ci = — —wC. — -1 6.11
! 5—04)\21—6‘“@*&)[ v 4+f(ow )] ( )
aff v 1 Ao
Cy = — C 1—— 6.12
2 5_06)\21—65(La[w 4+f( /6'0)] ( )
avec
)\&Bfa@[k a(lLfa)) Tz ﬁ(lLfa))] - ,\L - )\L
wc4 _ A2 — eaz EBQ L il 2 (613)
fa)\_[l eal—a) 1765<L7a>>] + -2
et
AL+ Ao
=(a—L 6.14
f= (-0 (6.14)

Soit < t > le temps moyen de premier passage moyenné sur la position initiale z du
chercheur, supposé uniformément distribuée sur le cercle [0, L]. Aprés avoir exprimé les
constantes C] et Cy en fonction de wCly, puis moyenné sur la position, on obtient

<t>=<t(z,1) >= = /OL_a t(z,1)dx = ;—[wcz;(a +8) = f(— + B—Q)]

af v 1 1
+(a_L)ﬁ—a/\2wO4[1—eﬁ(L—a)) 1_ea(L—a))] (6.15)
£ 3 A Mgl
o 3 At AL
e ~ T T T 2T
Dans la limite de basse densité¢ définie par : L >> £, / /\%,A)if ,
la constante wCy s’écrit
—abf5 54 A+ A 1
wCy ~ ——— ;25 — ~af(a—L) 1A 2 (6.16)
BE=P i — W T
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Chapitre 6. Modéle balistique-diffusif pour une cible étendue et une réaction parfaite

D’ou
aff v AL+ Ao aﬁ%—ﬁia «
L<t>~(a—-L —[(a—L 2 - —
( )6_()5)\2[( ) /\1U ] Bia%ﬁQ_f_l i)\la 6
1A+ A 9
—= L — 1
S L e (617)
avec a << L, on aboutit finalement a
Ofﬁ 2)\1 + )\2 v 1

<t>=<t>(a=0)+ L(

) (6.18)

B—a” MAy Ay %%—i— _;

avec < t > (a:O):%L(aajﬂ _%%)

On peut donc écrire le temps < ¢ > dans la limite de basse densité comme la somme du
temps < t > pour a = 0 c’est & dire avec une cible ponctuelle et d'un terme dépendant de
la taille a de la cible. L’étude analytique de 'optimisation reste cependant assez difficile
a mener ici du fait de la complexité de ’expression.
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Chapitre 7

Modéle balistique-diffusif avec une
réaction imparfaite
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7.1 DModéle et équations

Dans le cas de la modélisation du processus de recherche intermittent des animaux,
nous avions considéré un modele idéalisé, trés schématique, balistique-diffusif avec une
réaction parfaite. Et nous avions obtenu des lois de puissance reliant les temps ou les
fréquences de recherche et de déplacements en bon accord avec les données expérimentales.
Mais qu’advient-il de ces relations si la réaction est imparfaite c’est a dire avec une
constante de réaction k7?7

Comme d’habitude nous allons utilisé I’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov
vers le passé et obtenir un systéme d’équations différentielles a résoudre.

L’équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé donne :

9%t(x, 1)

0x?

()

D + M (t(z,2) — t(z, 1)) — ko(z) = —1 (7.1)
ot(z,2)

ox

ot 1) — t(x,2)) = —1 (7.2)

En x = 0 and z = L ou le chercheur trouve la cible, il y a un point absorbant : donc
t(0,1) =0 et ¢(L,1) = 0. La condition de continuité s’écrit : t(0,2) = (L, 2)
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Chapitre 7. Modéle balistique-diffusif avec une réaction imparfaite

Cible

diffusif
D

balistique
+v

F1G. 7.1 — schéma avec les conditions aux limites périodiques pour une cible centrée

7.2 Résolution

Soit < t > le temps moyen de premier passage moyenné sur la position initiale z du
chercheur, supposé uniformément distribuée sur le cercle [0, L].
A basse densité, L — +oo ,

LX+Y., X+2Y?
<t>~—

v Y [\/X2+4XY2 -

ou X =2, Y = 2 sont les variables sans dimension des temps, 7 le temps caractéristique
T= U%, et K = % caractérise la réactivité de la cible.

K] (7.3)

7.3 Optimisation

L’optimisation peut étre étudiée par les deux méthodes utilisées dans le cas des cibles
parfaites.

7.3.1 Lois d’échelle

Il peut étre montré qu’il n’y a pas de minimum global pour des valeurs finies de X et
Y : la valeur minimum de < ¢ >

<t >min= £(1 + K) (7.4)
2v
est obtenue quand X et Y — 0, avec Y o« X"et % <v<l1.

Ainsi, nous obtenons le résultat surprenant que la meilleure stratégie devrait étre
d’alterner les deux phases infiniment rapidement, comme c’était le cas pour une cible
parfaite. Cependant, nous supposons raisonnablement que la phase diffusive doit avoir
une durée minimum 7y,,;,, nécessaire pour détecter la cible. Alors, le temps de recherche
minimum est obtenu pour 7 = Ty, et Y satifaisant % <t>=0, ou

8Y? = 6X2Y? + X° + K(X? +4XY?)? (7.5)
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En écrivant que Y o« X”, avec % <wv <1, il en résulte que :
(i) : si X — 0, le terme principal du membre de droite est X3 ce qui donne v = %,
comme pour la cible parfaite. Plus précisément :

1+ K
8

Y~ ( )5 X3 (7.6)

(77) : si X — o0, le terme principal dans le membre de droite est de I'ordre de % + 3v
if K#0,o0ou2+2vsi K=0cequidonne v = % si K#0,v= % si K = 0. Précisément :
si K # 0,

Y ~KiX1i (7.7)
tandis qu’'une cible parfaite, K = 0, a le comportement spécifique

v~ ()ix 7.9

Ainsi, une transition apparait pour K = 0 si X,,;, > 1, i.e., si la durée minimum 71,,;,
de la phase de recherche est beaucoup plus grande que le temps caractéristique 7.

7.3.2 Courbes de niveaux
Cette analyse des lois de puissance est confirmée par I’étude des courbes niveaux de

w<t> X+Y X+2Y?

_l’_
L Y [\/X2+4XY2

Suivant les méthodes utilisées dans la partie modélisant les processus de recherche
intermittent des animaux, nous voyons que

t

K]. (7.9)

t—(1+X)[(1+ v 2+ K] >14+K (7.10)
B Y X2+ 4XY? - ' '
En écrivant X = uY, nous avons
u+2Y

t=14u)|—m——+K 7.11

et sif = H—L'u, — K, X et Y peuvent étre exprimés a 'aide des paramétres u et 6 > 1
Y = g¢92 10+ Ve — 1] (7.12)

2

X =uY = %¢92—1[9+\/92—1] (7.13)
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A partir de quoi il est facilement vu que pour une valeur donnée de t, la courbe de
niveau I'; est une boucle commengant et retournant a 'origine (0,0) quand u augmente
de u = 0 jusqu'a u = HLK —1.Sit' >t , I est a l'intérieur de I'y. Ainsi, si X a une
valeur minimale réalisable X,,, le plus petit possible ¢ corresponds a la courbe de niveau
I'; laquelle est tangente a la ligne X = X,,. Soit M 1'unique point de I'; ou E =0. A
partir de 7.12 et § = —— — K nous aboutlssons a

ax 1 0+ K VEST) 0% + 6% (2K + )+9K(K+1)

—_— 1——)(0 0+ K —t 7.14
du 2( t + (0 + K) /02 — + + ] ( )
si bien qu’en M,
_ (0+K)2(04+62 1) 2(02-1)
t= D(0) et u= - —1= D(0)
avec
D#)=2-00—-K)+ 0+ K)v6?—1 (7.15)

Nous obtenons alors I’équation pour M, paramétrée avec 6 € [1,00] :

Y = (6> =1)2(0 + V62 —1)/D(6) (7.16)
X =2(0>—1)3(0+ V62 —1)/D(0)* (7.17)
Sif — 1, D) -1+ K, X et Y tend vers 6,

(62-1)% (62-1)3
Y ~ 1+K,X~2m,et

Y~ (——)5 X5 (7.18)

En outre, t — 1 4+ K lequel est le minimum absolu pour ¢.
D’un autre coté, si @ — oo, K #0: X et Y tendent vers co , D(0) ~ 20K

3
N%aXNK2 et

Y ~KiXi (7.19)

2 1 . . . .
Alors, t ~ % ~ X2 :le temps minimal de recherche augmente comme la racine carrée
de la valeur minimale de 7.

Si K =0, D(0) — 3

2

Y ~ 3604 X ~ 1865 et

Y ~ (%)éxi (7.20)

Le temps de recherche optimal est t ~ %94 ~ X %, comme dans le cas précédent.
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Chapitre 8

Conclusion de la deuxiéme partie

Nous avons considéré dans cette partie une série de modeéles de recherche de cibles a
une dimension sur un cercle tous basés sur l'intermittence entre deux phases réactives et
non réactives qui peuvent étre diffusives avec un coefficient de diffusion D ou balistiques
c’est a dire de vitesse constante v. Le chercheur reste des temps aléatoires dans chacun
des états suivant des lois exponentielles. Nous avons méme étudié le cas d’une réaction
imparfaite.

Récapitulons les résultats obtenus. Dans le cas du modéle dit "balistique-balistique" ot
le chercheur alterne entre une phase réactive, balistique de vitesse v; lente et une phase non
réactive, balistique de vitesse v, rapide, le temps moyen de premier passage est minimum
pour A; = 0 et une valeur de )y aussi grande que possible, les vitesses vy et vy étant fixées
ainsi que la longueur du cercle L. Dans le cas d’'un modeéle du méme type que celui utilisé
pour les animaux autrement dit un modéle "diffusif-balistique avec mémoire orientée"
mais une cible étendue, on a pu obtenir une solution analytique mais son optimisation
par rapport aux fréquences reste difficile a faire... avec une réaction imparfaite, il y a
apparition d'une transition pour une des lois de puissance qui permet de différencier ce
modeéle de celui avec une cible parfaite. Pour tous ces modéles, il faudrait bien sur pouvoir
les appliquer & une situation concréte ot le chercheur a une mémoire spatiale pour achever
leur optimisation complétement. D’ailleurs si on avait accés avec suffisamment de précision
aux lois de puissance vérifiées par les temps ou les fréquences dans chaque état au minimum
pour un systéme donné, on pourrait prévoir si la réaction est parfaite ou imparfaite.
Evidemment on peut imaginer toutes sortes de variantes combinant phases diffusives ou
balistiques, réaction parfaite ou imparfaite, zone ponctuelle ou étendue. La seule limite
étant la capacité & pouvoir déterminer analytiquement ou au moins numériquement la
stratégie optimale si elle existe ...

Tentons maintenant de répondre a ces deux questions :

— Quand est-il intéressant d’adopter une stratégie intermittente, i.e. d’interrompre les

phases de recherche attentive par des phases de déplacement pur ?

— Et le cas échéant, comment répartir son temps entre les phases définies précédem-

ment pour étre le plus efficace possible ?

Pour répondre a la premiére question, on se rend vite compte que toute la difficulté
du probléme réside dans la facilité ou non & pouvoir trouver la cible au moment de la
phase de recherche propement dite. Il faudra suivant les cas un mécanisme de détection
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adapté. On peut distinguer deux cas extrémes : celui de cibles facilement détectables et
celui des cibles cachées. Sil’on considére le cas des cibles facilement repérables, c’est a dire
le cas ou le stimulus émis par la cible est fort, alors le chercheur est capable de détecter
la cible dés son premier passage. On modélise la phase de recherche par un mouvement
balistique & vitesse constante suffisamment lente pour permettre la détection de la cible.
Imaginons par exemple un conducteur de voiture sur ’autoroute a la recherche d’un pan-
neau de signalisation, c’est exactement le comportement qu’il adoptera. Dans le cas des
cibles cachées ou le stimulus émis est trop faible, méme en réduisant la vitesse, on n’est
plus siir de détecter la cible. Le chercheur doir explorer a plusieurs reprises la position de
la cible si il veut la détecter. On modélisera ce mécanisme de recherche par un mouve-
ment diffusif. C’est le type de modélisation utilisable pour les animaux au comportement
saltatoire ou encore pour le mécanisme de recherche de la vision. Rappelons que 1'on ne
considére pas ici tous les processus biologiques qui entrent en jeu lors d'une recherche
car ils sont bien trop complexes pour étre modélisés en détail. On cherhe seulement a en
capturer les caractéristiques essentielles. En utilisant cette modélisation simplifiée, nous
avons alors montré que dans le cas des cibles facilement repérables, 'intermittence n’est
d’aucune utilité : il est toujours préférable d’adopter exclusivement le mode de recherche
minutieux (mode lent mais réactif). Si la cible est cachée, il devient avantageux de suivre
un comportement intermittent. Contrairement a ce que ’on pourrait penser : perdre du
temps dans des phases de déplacements aveugles permet d’accélérer le temps de recherche
de la cible. Soulignons par ailleurs que l'intermittence peut étre vu comme un mécanisme
de recherche intéressant a différentes échelles.

Prenons le cas des cibles cachées, avec une alternance entre une recherche diffusive
(régime 1) et un déplacement balistique (régime 2), c’est a dire un cas ou 'intermittence
est favorable. Et tentons de répondre a la deuxiéme question : comment répartir son temps
entre les phases 1 et 27 Pour y répondre, il faut considérer la notion de mémoire orientée.
Si le chercheur est capable de conserver la direction de ses déplacements balistiques (cas
des animaux au comportement saltatoire), la stratégie optimale consiste, dans la limite
des faibles densités de cibles, a passer des temps trés courts dans chacune des deux phases,
ces deux temps étant liés par la loi de puissance donnée dans la premiére partie.
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Troisiéme partie

Processus de recherche intermittent
sans mémoire et réaction chimique
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Introduction a la troisiéme partie :
réactivité et processus aléatoire

Les modéles intermittents considérés jusqu’ici supposaient le chercheur apte a conser-
ver la mémoire de sa vitesse au cours des différentes phases balistiques. De cette maniére il
évite au mieux de revenir sur ses pas. Comme il I’a été remarqué dans la partie I, une telle
mémoire spatiale ne lui est pas toujours accessible, en particulier dans un environnement
uniforme. Ce ne sera pas le cas, par exemple, si le "chercheur" est une molécule. Or cette
troisiéme partie est principalement consacrée a ’application des processus intermittents
a des réactions chimiques élémentaires.

C’est pourquoi nous allons traiter ici le cas de processsus intermittents sans mémoire.
Nous considérerons d’abord deux modéles simples a une dimension, qui font ressortir
les différences avec les processus avec mémoire étudiés dans la seconde partie. Puis nous
examinerons certaines propriétés remarquables de processus de recherche, en particulier les
marches de Pearson, en milieux confinés. Ces propriétés, qui portent sur les temps moyens
de résidence dans des zones spécifiques, trouvent en effet des applications intéressantes
dans la modélisation d’une réaction chimique et seront utilisé dans la suite.

Le dernier chapitre sera consacrée a cette modélisation, basée sur le processus aléatoire
dit de "téléportation". Apres avoir défini ce processus, nous traiterons explicitement le
cas de molécules qui, dans leur phase réactive, se déplacent en diffusant dans un systéme
a symétrie sphérique a d dimensions. Nous montrerons que l'intermittence peut encore
permettre d’optimiser le processus, c’est a dire d’augmenter la constante de réaction.
Puis nous envisagerons le cas ot les molécules constituent un réseau discret, ot 'optimi-
sation est réalisée dans des conditions sensiblement différentes. Enfin, nous étendrons ces
résultats a des cas beaucoup plus généraux, plus proches de la réalité.
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réactivité et processus aléatoire
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Chapitre 9

Modéle diffusif-diffusit & une dimension
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9.1 Modéle et équations

Dans ce modéle, on considére un chercheur qui alterne entre deux états diffusifs de
constante de diffusion différentes D; (régime 1) et Dy (régime 2). Le chercheur qui reste
pendant des temps aléatoires dans chaque régime, ne peut trouver la cible que pendant le
régime 1. La réaction est supposée instantannée. Il se déplace sur un segment de droite li-
mité par des barriéres réflechissantes situées aux coordonnées — M et L, la cible ponctuelle
étant a l'origine.

En utilisant ’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov vers le passé, il est ob-
tenu le systéme d’équations différentielles :

0*t(z, 1
Dl% (e, 2) =tz 1] = —1 (9.1)
0%t (z, 2
0t(2,2) _
( oz >:p:L N 0
Les conditions aux limites sont (816(81‘,2) -0
x r=—M
t(0,1) =0
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9.2 Reésolution

En divisant chaque équation respectivement par A\; et Ay, puis en additionnant, on est
finalement amené & résoudre :
d*g(z) 1 1

o —()\—1 + /\—2) (9.3)

en posant, g(z) = %t(w, 1)+ %t(w, 2).

Cette équation admet pour solution :
(@) = (+ + )~ + Lla| + 4) (9.4)
r)=(—+—)(—= x .
g A2

avec g(0) = %A = f—;t(O, 2)=> A= /\1’:3)\2 Dt(0,2)

En utilisant le fait que ¢(z,1) = ’\—11(9(.15) — %t(z, 2)) , on obtient :

A1 Ao 1

d?*t(x,2
d*t(z,2) glz) — =
DD, D,

dz?

—a*t(z,2) = —

Les solutions de cette équation s’écrivent sous la forme :

t(z,2) = Kjcosha(x — L) + Kysinhax + f(x) pour z >0
t(z,2) =Ty cosha(x + M) + Ty sinhax + g(x)  pour z <0

ot f(z) et g(x) sont des polynomes du 2¢me degré de la forme ax?® + bz + c.

En injectant ces solutions dans I’équation, puis en identifiant on détermine les constantes
des polynomes.

, il apparait que

En outre en utilisant les conditions aux limites (

KQZO
T2:O

On a donc finalement :

D1 D50 a? A1+A2

t(x,2) = Ty cosha(x + M) + 31522 (=5 — Mu + A— 5B5) pour z <0

{t(x,Q):chosha(x—L)+M(—%+Lx+A— L. D) pourx >0 (9.7)

a2 A1+ Az
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En utilisant les raccordements en 0, c’est a dire {

on détermine les constantes K; et T :

_ Mitdg (ML) haM
{Kl cosh oL = Ty cosh aM N {Kl = DiDe o smba(LtiD)
: : _ Mitde M+L _ Aitde (M4L)  coshal
Kl SlnhOzL—i-Tl sinhaM = WT T1 = DiDs o®  smha(L+M)
. A _ D _ Dy MAre/ L 1 D 1
enfin puisque 5~ = 75-1(0,2) = 2= P52 (s cothal + (A + 75-) — 22)
: _ Al 1 coshaM coshal a?Dq
on tire A T Dia?2-)\1 o2 (Oé(M + L) sinh a(M+L) 1 + )\1+/\2)
Finalement
_ At A (M+L) cosh aM (cosh aL—cosh a(z—L)) Ao D x
{t(x, 1) = oDy Dy o3 [ sinh (L4 M) + O‘L,\fD;x(ﬁ - 1)} pour z > 09 )
At Xe A (M+L) cosh aL(cosh aM—cosh a(z+M)) Ao D z ’
t(z,1) = oDy Dy o3 [ sinh (L1 M) + O‘M,\fD;x(W + 1)] pour z < 0
Dans le cas symétrique,
EEDIESYEP Y cosh aL—cosh a(z—L) MDi .z
{t(% 1) =352 L T +al3pta(sz —1)] pour x>0 (9.9)
P YES VRPN cosh aL—cosh a(x+ A2 Dy T )
t(z,1) = 52 5ae [L sinhaL +aLpta(sr + 1)] pour z < 0

computation of the mean first passage time averaged on the position

En faisant la moyenne sur toutes les positions pour x allant de —M a L, on trouve le
temps de recherche moyen :
e M+ AN [(M+ L)coshaLcoshaM 1 N 1 oDy
= — —+ -«
)\QDl D10é3 sinh Q{(M + L) (0% 3 /\1D2

(M? — ML + L2)(]9.10)

Dans le cas symétrique, M = L, équivalent & un chercheur se déplagant sur un réseau
régulier de cibles espacées de la distance 2L, on a

A+ A N 1 1 XDy,
<t>= Lcothal — —+ - L 9.11
)\2D1 Dl&S corha « * 3a)\1D2 ( )

Nous considérerons désormais seulement le cas symétrique
La formule peut s’écrire

)\1 + )\2 )\1 1 1 )\2D1 2
<t>= Lcothal — — + -a——1L 9.12
)\2D1 D1CY3 corhe (07 * 3Oé)\1D2 ( )

9.3 Optimisation
On trouve numériquement dans le cas symétrique que < ¢t > est minimum par rapport

4 \; pour une certaine valeur )\;, et est minimum par rapport & A, pour une certaine
valeur \s. Il n’y a pas de minimum global cependant.
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2,250

2,000

1,750

<T> 1500

1,250

1,000

750

[TTTT T I rrrr[rrrr|
0 25 50 75 100

N

F1G. 9.1 — Graphe de < t > en fonc-
tion de A\; avec Dy = 1, Dy = 10,
Ay =1, L=100.

<T>

[TTTTTTT T ITTIT 17T
0 5 10 15 20

A,

F1G. 9.2 — Graphe de < t > en fonc-
tion de Ay avec Dy = 1, Dy = 10,
A = 1, L—100.

F1G. 9.3 — Graphe de < t > en fonction de A\ et \y avec D; = 1, Dy = 10, L=100.
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Chapitre 10

Modéle balistique-diffusif sans mémoire
a une dimension
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10.1 Modéle et équations

Dans ce modéle, le chercheur alterne entre des phases diffusives de constante de diffu-
sion D ou il peut trouver la cible et des phases balistiques de vitesse constante v ot il ne
peut pas trouver la cible. Le chercheur reste des temps aléatoires de durées exponentielles
dans chacun des états. Il est a noter qu’aprés chaque phase diffusive, le chercheur a une
probabilité 1/2 d’aller a gauche ou a droite en phase balistique. L’équation différentielle
de Chapman-Kolmogorov vers le passé nous donne & nouveau un systéme d’équations
différentielles a résoudre.

82t(x, 1) )\1

DW + ?[t(x, 2) +t(x,3) — 2t(z, 1)) = —1 (10.1)
Uat(;:; 2) |l 1) — Hw,2)] = -1 (10.2)
—v%ﬁég) + Xoft(x, 1) — t(z,3)] = —1 (10.3)
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10.2 Reésolution

1 1
A A
t(z,1) o o é(%)zf
t(z,2) 22 _ g 224 g _ L(22)2(z + )
) — C ) eaa; + C ) (%2 + K « v )1\)2
tr.3) | -0 o " aCErE -
t(x,4) %—i—a %—a é(%)Q
« « (104)
R B O et 0 A o
1 —az (%) (Tlf‘/e\j)ﬁi;?)xjﬁﬁ(ﬁ_ﬁ)
0 —a b (5
Aprés résolution, on trouve :
t(z,1) 1 x coszh ox
t(z,2) 4 1 - I ( - %)coshaw
t(z,3) 0 v %( — D/\—OI‘Q) sinh az
t(x,4) 0 1 asinh ax
. (10.5)
sm?a:c ar2
(1- D/\—a) sinh ax az? + ¢
+D 'UO(2 1Doz2
(1 — 57 )coshax bx
acosh azx 2ax

avec a? = 3t 4 (22)2

En utilisant les conditions aux limites et les conditions de raccordement en 0, on
détermine les constantes de chaque coté :

2a(L+ M
A=—C = _ L+ M) (10.6)
a(l — 5=)(tanh oL + tanh a M)
1
B = —2al pourx >0 (10.7)
B =2aM pour z <0
D = AtanhalL pour x > 0 (10.8)
D = —AtanhaM pour xz <0 '
avec a = —2%, b=2taetc= —/\%(1 +2Da)
La moyenne sur la position de la cible est alors :
1,1 1 A, Dy Aais 900
<t>=—(—+4+—)(=)"|3(aLcothal — 1) + —(— [ 10.9
o= il )G et othaL - 1)+ 22 (109)
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10.3 Optimisation

L’é¢tude de 'optimisation au minimum a I’aide de Maple pour L grand donne le résul-
tat :

W=

/\lmin = 932
)\Zmin = 9%2_

(10.10)

-
- (10.11)

W= W
win - wio

On a donc un minimum global par rapport a A; et Ay avec des relations en lois de
puissance au minimum.
Au minimum, pour L grand, on a alors :

<t > L3 (10.12)
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Voici ce que I'on obtient graphiquement. On peut observer ainsi le minimum global en

fonction de A\ et As.

Fig. 10.1 — Graphe de < t > en
fonction de \; avec D; = 1, v = 10,
Ao =1, L =100.

Fig. 10.2 — Graphe de < t > en
fonction de Ay avec Dy =1, v = 10,
A1 = 1,L = 100.

F1G. 10.3 — Graphe de < t > en fonction de \; et Ay avec D; = 1, v = 10, L = 100.
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Chapitre 11

Marches de Pearson et processus de
recherche en milieu confiné
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11.1 Introduction

Les modéles étudiés précédemment sont trop simplifiés pour représenter une réaction
chimique. Nous allons dans ce chapitre considérer des mouvements aléatoires sans mé-
moire qui peuvent décrire assez bien le mouvement des molécules dans un systéme réactif,
mais aussi les mouvements apparement erratiques de certains animaux. C’est le cas des
marches de Pearson. Une marche de Pearson est définie comme une succession de tra-
jectoires balistiques a vitesse constante v, de durées exponentielles de fréquence A dont
la direction est réorientée aléatoirement. Motivé initialement par 1’étude des trajectoires
diffusives réalisées par des animaux (fourmis, blattes et autres insectes rampants...) dans
des conditions variables, Blanco et Fournier [22] ont trouvé récemment un résultat théo-
rique remarquable concernant le temps moyen de premiére sortie d’'un domaine fermé
pour une marche aléatoire de Pearson [40]. Au dela des applications pour les trajectoires
des animaux, de nombreux systémes physiques sont concernés, tel que les processus de
diffusion de neutrons [63, 32|. Les marches aléatoires de Pearson peuvent étre définies
comme la trajectoire d’une particule qui est soumis a des temps stochastiques a des ré-
orientations aléatoires de la direction de sa vitesse constante v. Les temps stochastiques
sont exponentiellement distribués avec la valeur moyenne 1/X. Pour cette catégorie de
marches aléatoires, Blanco et Fournier [22| ont montré que le temps moyen de premiére
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sortie < t > d’une marche aléatoire commencant d’une frontiére du domaine fini est in-
dépendante de la fréquence \ et est simplement relié au rapport du volume du domaine
V sur la surface S de la frontiére du domaine, soit en trois dimensions :

4V
t>= —— 11.1
<t>=-o (11.1)

Le fait que ce résultat ne dépende pas de la fréquence A\ mais seulement de la géo-
métrie du systéme peut sembler contre-intuitif. Aussi Blanco et Fournier proposent une
explication quelque peu heuristique pour cela. Trés récemment, suivant la dé monstration
de Blanco et Fournier [22], Mazzolo [50] étendit leurs résultats et donna une relation entre
le n-iéme moment du temps de premiére sortie d’une particule partant de l'intérieur du
domaine et le n + 1-iéme moment du temps de premiére sortie d'une particule partant de
la frontiére.

<£n+1>
n<it{>

Dans cette partie, nous présentons une approche alternative, qui nous permet d’étendre
ces résultats dans trois directions. D’abord, nous considérerons le cas général de n’importe
quelle combinaison de conditions aux limites absorbantes et réfléchissantes, ce qui est utile
dans beaucoup de processus stochastiques. Ensuite, nous étudierons non seulement les
propriétés du temps de premiére sortie, mais aussi les propriétés du temps de résidence
dans un sous-domaine, ce qui est une quantité plus générale. Enfin, nous montrerons que
ces résultats peuvent étre généralisés pour une large classe de mouvements stochastiques.

<rp >= pour n > 1. (11.2)

11.2 Temps moyen de premiére sortie

Avant de considérer le cas d'un mouvement général, nous restreignons notre discusssion
aux marches aléatoires de Pearson, qui correspondent & une succession de mouvements
balistiques déterministes dans un domaine fermé V' délimité par une frontiére absorbante
Y, interrompus par des redistributions instantanées et isotropiques de la vitesse v. Soit
p(f; 0, t|7, V) la densité de probabilité conditionnelle qu’au temps ¢ la particule soit a la
position 7 avec une vitesse v/ , sachant qu’elle est partie initialement de la position 7 avec
une vitesse v. Cette quantité satisfait I’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov
vers le passé [33] :

— - - )\ ~ - - - -
A7, ! 7, T) = § -V plr?, 0, 17, 9) + _/d”"[p(r’, 't ") = p(r, o' 7, 0)](11.3)

IS%

2mt
r(%)
vecteurs unités de la vitesse. Cette équation peut étre facilement transformée en une
équation mettant en jeu les moments des temps de premiére sortie T'(7, ¥)) partant de la

position 7 avec la vitesse initiale ¥/ [66] :

ou gg = est l'angle solide en dimension d et ou lintégrale [ do est prise sur les

N[
BVt (7, 0) + / (£ (F, 57) — (7, T)) = —nitn 1 (F, 5), (11.4)

o)
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ou t,(7,¥) est le n-iéme moment du temps de premiére sortie, qui vérifie ¢, (7, 7) = 0 a la

frontiére absorbante (7 € X), pour tout n > 1 et pour une vitesse dirigée vers I'extérieur.

En remarquant que la quantité symétrique [ dodv”t,(7,v") — [ dodv”t,, (7, 0) est évidem-
ﬁ

ment égale & zéro, et que v+ V#t, (7, ¥) = div(t, (7, U)v), 'intégration de I’équation (11.4)

sur toutes les positions et toutes les vitesses initiales possibles donne :

/dv/ drdiv(t, (7, 0)v) = —n/dv/ drt, 1 (7, V) (11.5)

En appliquant le théoréme de Gauss de la divergence sur le membre de gauche de I’équation
(11.5), nous pouvons écrire que :

nV
<tp, >s=Mg——= < tln_1 >v, 11.6
= Udvz 1>V ( )

ot les deux moyennes mises en jeu dans 'équation (11.6) sont définies pour toute fonction
f par:

< fog=— do

dE vf(r,v), et <f>v—— dv/drf (7, v) (11.7)
21 o e . .

—————— . est le flux d’un vecteur unitaire distribué de fagon isotrope a

(d—1)I(%F) .

r (%)

r(3)

de la dimension. L’équation (11.6) peut étre reécrite comme :

avec ag =

o
travers une surface unité, et 1y = == Vr(d—1) est une constante dépendant
Qg

naV < t, >x
<t >y=2 etVn>1, <t, g >Sy=-—0T>= 11.8
L2 v N "= L=V n <t >x ( )

ce qui correspond aux résultats précedemment obtenus par Blanco et Fournier [22] et
Mazzolo [50]. Entre parenthéses, nous savons que puisque < ty >x>< t; >%, (11.8) donne
une borne inférieure générale pour < t; >y :

1 ndV
<t Sy> =<ty > 11.9
Lov=o S 72= o0y (11.9)

11.3 Conditions aux limites générales

Nous étendons maintenant ces résultats au cas général de conditions aux limites mixtes.
La frontiére du domaine ¥ est maintenant supposée étre composée d’une combinaison de
parties absorbantes et réléchissantes (see fig.11.1,11.3). Soit X} . la partie absorbante de
¥, et 3., la partie réfléchissante, tel que X = 3, o + ¥..q. Nous supposons qu’initia-
lement la particule part de la surface absorbante. Si nous considérons que la frontiére
réfléchissante est parfaite, c’est a dire que 'angle que fait la vitesse dirigée vers 'intérieur
égale 'angle de la vitesse dirigée vers 'extérieur, ou bien si nous considérons que l'angle
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Fi1G. 11.1 — Une trajectoire particuliére d’'une particule qui part et se termine sur la
frontiére absorbante X pour une région absorbante a 'intérieur d’une surface fermée
réfléchissante 3.

abs’

N AT
)’ \\\\ P /\ o
P o Y
- Ereﬂ Va
— N P A
T <\
AN e ' el

F1G. 11.2 — Une trajectoire particuliére d’une particule pour une enceinte fermée avec un
trou X 14

de la vitesse de la particule est uniformément distribué aprés chaque collision avec la paroi
réfléchissante, nous avons

/d@/ A% - it (7, 7) = 0. (11.10)
Erefl

Dans ce cas de conditions aux limites mixtes, I’équation (11.8) devient :

V <t,>s
_ ,etVn>1, <t >y= abs
abs v Sab

<t >y (11.11)

n <t >
S L7 2abs

Considérons par exemple des animaux quittant leur gite a travers sa frontiere ¥,
et explorant un domaine V' (see Fig.11.1). L’équation précédente donne une estimation
simple du temps moyen de retour au gite si la frontiére ¥, est réfléchissante pour eux,
pourvu que le mouvement balistique interrrompu modélise correctement leur comporte-
ment.
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11.4 Splitting probabilités

Considérons maintenant un volume fermé V avec deux surfaces absorbantes >; et
Y9, et calculons la probabilité d’absorption II; (7, ¥) sur la surface 3; pour une particule
partant initialement de la frontiere 3,1 = 31 + 5. Cette probabilité ob¢it a I'équation
différentielle |75] :

. Lo A ~ L o= L
- VeI (7 0) + — [ dv'[IL (7, v") — 11 (7, )] = 0, (11.12)
0d
pour laquelle les conditions aux limites, pour une vitesse dirigée vers 'extérieur v, sont
I (7, U)res, = 1 et 111 (7, ¥)7ex, = 0. En suivant ce qui a été fait précédemment, nous
pouvons montrer que
abs N, + Y,

Autrement dit, la probabilité d’absorption avec une frontiére absorbante est uniforme,
quand la particule part uniformément de n’importe quel point de celle-ci.

<1 >y (11.13)

11.5 Temps de résidence

V i

A 2

LD

F1G. 11.3 — Temps de résidence d’une particule a I'intérieur du sous-domaine d’un volume

Une autre quantité importante intervenant dans la théorie de la réactivité et dans des
problémes similaires [18, 83, 2, 17|, est le temps de résidence dans un sous-domaine V’
(see fig.11.3) d'un domaine V. Afin de I’étudier, nous supposons que la particule peut
disparaitre dans V' (mais pas a lextérieur de V') avec un taux de réaction constant et
uniforme k. La quantité centrale est maintenant la probabilité de survie d’une particule par
rapport a la réaction dans le volume V' qui peut étre exprimée de deux fagons [42, 18, 82| :

S(t|F,v) = / dridv'p(r’ o' t|7, T) =< e FTH D) (11.14)
ou T; est le temps de résidence en fonction du temps d’observation ¢ & Uintérieur de V'
d’une particule, partant de (7, ¥), et ou p(r/,v’, t|7, ¥) est la densité de probabilité condi-

tionnelle de la particule qui satisfait 1’équation différentielle de Chapman-Kolmogorov
suivante :
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- - - - )\ ~ —
Op(r’, v t|r,v) = U- ?Fp(r’, vt U) + — /dv”[p(r LT ) — p(r! o T D))
04q

—ky (F)p(r, ', t|7, T) (11.15)

ot 1y/(7) est la fonction indicatrice de V' qui est égale & zéro si 7 ¢ V' et égale & un
si 7 € V'. Notons que les conditions aux limites donnent S(t|r',v) = 1 pour une vitesse
d’une particule dirigée vers I'extérieur de la surface absorbante ¥,;,¢. En effet, une telle
particule absorbée sur cette surface ne disparaitra jamais a I'intérieur du sous-domaine V.
En écrivant I’équation (11.15) pour la probabilité conditionnelle de survie, nous obtenons :

OS(t|F,v) = U-?FS(tW,ﬁ)+i/dv~"[5(t|ﬁv7')—S(t|F,z7)]
0d
— 1y (7)S (|7, 7). (11.16)

Comme S(t|7, ¥) est une fonction de ¢ bornée qui n’augmente pas, elle tend vers une valeur

finie quand ¢ — oo, si bien que — — 0. En faisant ¢ — oo dans (11.16), en l'intégrant

sur 7 € V et ¥, en prenant en compte les conditions aux limites et en utilisant I’expression
(voir (11.14) quand t — o0)

+o00 n
Soo(F, T) = Z(—l)”%rn(ﬁ 7) (11.17)
n=0 ’

ou 7, (7, ¥) est le n-iéme moment du temps de résidence de la particule a I'intérieur de
V', nous tirons notre résultat principal pour le temps de résidence :

na V'
v

< Ty >
" " Zabs

<mn >Zabs: et Vn > 1, < Tp—1 >y'= (1118)

n<mT >
abs 1 73 bs

Notons que la fraction moyenne de temps dépensé a l'intérieur de V' par rapport au
temps de sortie de V' est donné par < 7 >Eabs /<t >Eabs: V'V, ce qui peut étre vu

comme une propriété de type ergodique [75].

11.6 Généralisation

Supposons maintenant que la particule réalise un processus de diffusion stochastique
plus général, interrompu en des temps stochastiques par une redistribution instantanée de
sa vitesse, sans changer de position. La densité de probabilité conditionnelle p(ﬁ U, t|7, v)
d’étre a la position 7 avec la vitesse v/ au temps ¢, partant (7, ¥) au temps 0, correspondant
au processus de diffusion général obéit a 1’équation vers le passé

F;
Op = v;0z,p + — 0,0 + Dijﬁgv_p =L%p (11.19)
m i
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ol m est la masse de la particule, F (7, V) est la force exercée sur la particule dans ’état
(7, 7), D;; est la matrice de diffusion générale, et L est I'adjoint de L. Dans beaucoup de
situations d’interét physique, F est la somme dune conservative force due a un potentiel
U, —07U, et une force de friction —nv’ due au fluide a I'entour, n étant un coefficient de
friction constant. En outre, D;; = §;;Dn*/m?, D étant le coefficient de diffusion usuel de
la loi de Fick, qui est indépendant de 7 dans un milieu inhomogéne. Maintenant, nous
supposons que ce processus général de diffusion est interrompu en des temps stochastiques,
pour lesquels la vitesse U de la particule est redistribuée instantanément avec un taux de
transition donnée (7, v |7, ). Le processus stochastique tout entier, incluant la réoriention
de la vitesse, obéit a I’équation :

— —

Ap(r’ W t|F,T) = Ltp(r o t|F,0) + / dvq(7, 0" |7, T)[(p(r, 0, |7, 07) — p(r o t|F, T))]
= Ltp(r, v |7, 7). (11.20)

La densité de probabilité conditionnnelle au temps ¢, p(73 0, t|7, U) obéit aussi a I’équa-
tion vers le passé suivante :

Op(r', v 4|7, 0) = Lp(r v H|F, 5). (11.21)

Supposons que cette équation, si la frontieére toute entiére ¥ est supposée réfléchissante,
admette une solution stationnaire po(7, ¥'). Par exemple po(7, U) est I’équilibre thermody-

namique o e’(UJF%Z)/ k5T gi Iéquation (11.19) est I'équation de diffusion usuelle d’une
particule dans un fluide a I’équilibre & la température 7' et si le processus de redistribu-
tion de la vitesse définie précédemment n’affecte pas cette équilibre thermodynamique, ce
qui est la cas si fdf}"(q(ﬁmﬁ 0)po(T, V) — q(7, |F, &)po(ﬁ 17)) = 0. Alors, il est possible
de généraliser les résultats précédents. En effet, considérons le temps de résidence d'une
particule dans un sous-domaine V' C V/, et soit ¥,} ¢ la partie absorbante de la surface
totale X. Comme précédemment, nous supposons qu’a I'intérieur de V', la particule peut
disparaitre avec un taux de réaction constant et uniforme k. La probabilité conditon-
nelle de survie au temps t, S(t|7, ¥) = fdﬁdif’p(?j,ﬁ;,ﬂﬁ ), partant de (77 € V,¥) obéit
I’équation vers la passé

%sma ) = LYS(HF, §) — k1 (F)S(t|7, 7) (11.22)

ot 1y/(7) = 1si 7€ V' et 0 sinon. Suivant la méthode utilisée pour les marches aléatoires
de Pearson, nous faisons ¢t — 400 dans (11.22), et nous multiplions cette équation par la
probabilité a I’équilibre py(7, ¥) calculée pour des conditions réfléchissantes sur la surface
Y de V. L’intégration de (11.22) sur toutes les positions 7 € V' et toutes les vitesses ¥,
conduit & :

/ dF/dUpo(f’,ﬁ)EJrSoo(F, v) = k/ df/dﬁpo(ﬁ 0)Seo (7, V). (11.23)
Fev Fev’
Le membre de gauche de (11.23) peut étre transformé en :
/ a7 / TS (7, 5)Lpo(F, T) + / a5 - / TS (7. D)po(F, 7). (11.24)
reVv reEX
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La premiére intégrale disparait, car Lpo(7,v) = 0 si ¥ € V. Dans la seconde intégrale
nous séparons l'intégration sur la vitesse ¢ dirigée vers 'intérieur de l'intégration sur la
vitesse U dirigée vers I'extérieur.

La partie dirigée vers l'intérieur peut étre écrite, en utilisant ’expression (11.17) de
oo

k,n
. n+1 N o
Soo g (—1)"+ HJ < Tn >y 00T = _fﬁezabs

et ou la moyenne sur la surface d’'une quantité f(7,v)

dass - [ dvvipy (7, T) est le courant de
n=0

probabilité a I’équilibre sur X

est définie par :

abs’

1 .
< S >ape= _j[. dz'ﬁ dvv f (7, ¥)po (7, ). (11.25)

N
€~abs

La partie dirigée vers I'extérieur est en fait égale & J, comme S (7, V) = 1 si 7 € ¥ et ¥/ est
dirigée vers l'extérieur. Alors, en comparant les deux parties de (11.23), nous généralisons
les relations (11.18) pour les moments des temps de résidence a U'intérieur de V' :

P < Tp—1 >V/
STvs, =T oet <Ty>w o = p =Tl 2V (11.26)

J J
ou P = ff‘eV’ drdupy (7, ¥) est la probabilité a I’équilibre du volume V.
En considérant maintenant la cas particulier V' = V| nous obtenons les relations pour
les moments du temps de premiére sortie de V' :

1<tp >3%

1 b
<t > =, et <t,q>y=-———>205 11.27
L7 2abs J’ © L-v= <t >Eabs ( )

ce qui généralise les formules (11.8). De la méme fagon, les résultats des probabilités
de partage (11.13) peuvent étre généralisées pour le mouvement stochastique général
discuté ici. L’équation (11.27) prend une forme particuliérement simple si nous considérons
maintenant un fluide de particules identiques et si nous remplagons po(7, ') par la densité
de particules a 1'équilibre dans I'espace des phases (7, 7). Alors, le courant de probabilité
J est remplacé le flux de particules dans un sens a 1’équilibre ¢ a travers ¥, et I’équation
(11.27) devient :

N
<t >yx= E (1128)

N étant le nombre de particules dans V. Cette formule peut facilement étre comprise
intuitivement : si au temps 0 la frontiére est supposé étre réfléchissante, le nombre de
particules quittant V' par unité de temps devrait étre ~ #E, si bien que I’équilibre
est maintenu a l'intérieur de V' si V' est soumis a un flux entrant de nouvelles particules

N
¢ ~ <t1>%n"

11.7 Conclusion

Nous avons montré que les relations géométriques précédemment obtenues par Blanco
et Fournier, et Mazzolo pour des marches de Pearson dans des domaines fermés, sont des
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cas particuliers de relations trés générales entre les temps de résidence pour une large
classe de processus stochastiques. La méthode que nous avons utilisé, trés différente de
celle employée par Blanco et Fournier, repose sur les équations de Chapman-Kolmogorov
vers la passé; elle présente 'intérét d’ étre facilement adaptable a des conditions aux li-
mites mixtes. Le cas de processus stochastiques plus généraux que les marches de Pearson
a également été envisagé et conduit a des résultats analogues. Ces statistiques des temps
de retour semblent mises en jeu dans de nombreuses situations physiques, notamment
pour la description de milieux poreux. Signalons a ce sujet que 'influence des irrégula-
rités de la surface confinante sur la statistique de retour a fait I'objet de travaux trés
récents [47]. Ils peuvent étre aussi trés utiles dans de nombreuses applications, quand les
équations d’évolution ne peuvent pas étre résolues exactement. En outre, elles peuvent
étre étendues aux systémes intermittents, qui sont fréquents en biologie. Elles ont été
appliquées en alternance avec la diffusion pour étudier I'intermittence dans un systéme &
deux dimensions [12, 13|. Dans la suite, nous allons considérer des systémes intermittents
a 2 et 3 dimensions ou la diffusion alterne avec un autre proscessus sans mémoire, bien
adapté a certaines réactions chimiques, la téléportation.
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Réactions chimiques et téléportation
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12.1 Introduction

La cinétique chimique en milieu condensée est souvent contrdlée par la diffusion [65].
En fait, le processus de réaction élémentaire devrait étre décrit & un niveau microscopique,
par la mécanique quantique, mais une description classique, mesoscopique est possible
dans le simple cas des réactions limitées par la diffusion [36] : une réaction étant réalisée
aussitot que les réactants se sonts rencontrés.

Dans son travail pionnier de 1917, Smoluchowski |70] utilisa la théorie de la diffusion
pour calculer le taux d’une réaction d’annihilation limitée par la diffusion du type A +
B — B pour une particule immobile, sphérique B, entourée par des particules A (voir
Appendice B). 11 trouva que le taux de réaction k(t) est dépendant du temps , et qu’il
dépend de fagon critique de la dimension de l'espace d : pour d = 3, il tend pour les
grands temps vers un taux constant k = 47 RD, alors que pour d = 1 et d = 2 il tend vers
0. Ces résultats bien connus ont été étendus dans différentes directions [52, 53, 59, 9, ?|,
en particulier dans le cas de N particules A mobiles (catalyseurs, or prédateurs, dans le
langage de ’écologie) et une particule B immobile (cible, ou proie) avec une réactivité
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fluctuante. Ces études confirment que les lois usuelles de la cinétique en général tiennent
a 3 dim (ou plus), et ce méme si elles peuvent ne pas marcher, en particulier en régime
asymptotique [52, 53, 59, 9|.

Un exemple frappant o des chemins réactionnels en basse dimension modifient de
facon drastique les lois usuelles de la cinétique est donné par le probléme de la localisa-
tion d’un site cible spécifique de '’ADN par une protéine. Il est bien établi [20] que les
trajectoires réactionnels combinent des diffusions a une dimension le long de ’ADN, et
des excursions a trois dimensions dans la solution environnante suite a des événements d’
association-dissociation (voir [37]). En bon accord avec les données expérimentales 71|,
des modéles stochastiques récents de cette réaction [71, 28| ont mis en avant l’existence
d’une stratégie de recherche optimale, réalisée quand les deux régimes ont la méme durée
(voir aussi [68, 74, 48, 85, 69]), ce qui accélére significativement la réaction. De tels chemins
réactionnels intermittents combinant deux régimes, un mouvement "lent" réactif, durant
lequel la cible peut étre découverte, et un mouvement "rapide" mais non réactif, durant
lequel le chercheur est incapable de détecter la cible, ont prouvé qu’ils jouaient un réle cru-
cial dans de nombreux problémes de recherche [10, 11, 45, 56, 54, 12, 13, 14, 15, 16, 52, 59].

En pratique, 'effet de la basse dimension sur la cinétique réactionnelle est important
dés que les cibles A sont situés sur le bord 0V d’un domaine V. La dynamique d’un
réactant A peut étre décrite de maniére générale comme intermittente, comme dans le cas
mentionné précédemment d’une protéine réagissant avec un site spécifique de ’ADN : une
particule A alternera des phases ot elles sera adsorbée sur I'interface OV, ol un transport
diffusif et la réaction peuvent intervenir, avec des phases de libre mouvement dans le
volume environnant V' ou les cibles B sont absentes. Le cas d’une limite bidimensionnel
OV arrive souvent en chimie dans le cas d’une catalyse hétérogeéne (see Fig.12.1), ou dans la
physique des milieux poreux [46]|. Un autre exemple vient de la physiologie : la respiration
chez les mammifeéres peut étre décrite par des molécules 0y (réactants A) diffusants dans
une unité d’échange gazeux, appelé acini, jusqu’a ce qu’elles soient adsorbées par un
pore de la membrane (un cible B). La biologie cellulaire fournit d’autres exemples d’'une
réaction du type A + B — B . En effet, certaines molécules (souvent ioniques ) sont
transportées a travers la membrane d’une cellule [3], ou méme le cas d’une infection virale
[67] & travers la membrane cellulaire qui met en jeu un chercheur A (molécule ou virus)
alternant des diffusions dans le milieu intercellulaire avec des phases adsorbées sur la
membrane cellulaire avant d’entrer dans la cellule par une "porte" B (pore or récepteur
membranaire, see Fig.12.1)).

Dans cette partie, un modéle de recherche intermittent sera présenté, modéle qui géné-
ralisera un modéle a 1-dimension de recherche d’un site cible de PADN par une protéine
[28], lui méme généralisé plus tard par Eliazar et ses collaborateurs [30]. Ce modéle s’ap-
plique, en particulier, pour étudier les réactions citées plus haut du type A+B — B, ou la
réaction catalytique A+B — C'+ B, ou B sont des cibles immobiles localisés sur un espace
d—dimensionnel 2 = dV. Une molécule mobile A diffuse en 2, et intéragit avec B aussi-
tot qu’elle Iatteint. Cependant, en des temps stochastiques, A est désorbé de € et réalise
une excursion a l'intérieur de V' (ot aucun B n’est présent) avant d’étre réadsorbé sur §2
puis de diffuser encore. La principale hypothése de notre modéle est de traiter ces phases
d’excursions comme des phases de "téléportations" : nous supposons que A est relocalisé
au hasard dans () aprés un temps distribué exponentiellement ou plus généralement, aprés
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F1G. 12.1 — Catalyse hétérogéne (en haut) et transport a travers une membrane cellulaire
(en bas) en tant que processus de recherche intermittents. Le réactant (chercheur A) diffuse
librement dans un volume confiné 3d ( trajectoire bleue) jusqu’a ce qu’il atteigne le plan
2d ou linterface sphérique, ou il reste adsorbé et diffuse pendant un temps d’attente
aléatoire (trajectoire noire), avant de désorber de retour dans le volume environnant. Le
processus est poursuivi jusqu’a ce que A atteigne B (cercles rouges).

un temps stochastique avec une moyenne fini, indépedemment de ce déplacement (voir [6]
pour des modéles apparentés). En gardant a 'esprit 'exemple de la catalyse hétérogéne
ou ) est un plan a 2d, une "téléportation" est une approximation d’une excursion 3d
dans le milieu environnant dans la limite suivante : le volume V' doit étre fini pour assu-
rer un temps moyen de retour fini (par opposition aux disributions en lois de puissance
obtenues pour V infini), et la distance typique couverte durant une excursion doit étre
plus large que la distance entre les cibles afin d’assurer que les relocations sont effective-
ment non corrélées. Remarquons qu'un volume fini accessible V' peut étre réalisé par un
potentiel attractif confinant (électrostatique par exemple) vers 'interface €. Le gain net
d’un tel comportement intermittent n’est pas évident, puisque la téléportation consomme
du temps, et est en principe, improductive car aucune réaction n’intervient au cours de
cette phase. Nous traiterons ce probléme explicitement et montrerons que I'intermittence
permet de minimiser le temps de premiére arrivée de A & B (ou temps de recherche) et
ainsi, d’accélérer la réaction et d’augmenter le taux de réaction. En premier, nous pré-
senterons un modéle continu & d dimensions, résolverons les équations correspondantes et
calculerons le temps moyen de recherche B. Nous traiterons du probléme d’optimistion
et montrerons que la recherche peut étre rendu plus courte grace a I'intermittence. Alors,
nous considérerons un modeéle en réseau similaire et prouverons que l'optimisation est
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aussi possible, mais que les conditions pour 'obtenir sont significativement différentes.
Finalement, nous montrerons que les conclusions peuvent étre étendues a des processus
de recherche stochatiques plus généraux dans un espace arbitraire a d dimensions.

12.2 Téléportation dans un systéme continue a symé-
trie sphérique

12.2.1 Modéle

F1G. 12.2 — Chercheur : point P; cible : sphére A de rayon a; domaine de recherche :
sphere B de rayon b

Nous considérons un point P cherchant pour une cible immobile donné. P se déplace
dans une région finie d’'un espace a d dimensions, representée par une sphére B de rayon
b avec une surface interne réfléchissante. La cible est une sphére concentrique A de rayon
a < b. Cependant, le chercheur peut seulement reconnaitre la cible quand ses capteurs
sont activés. En fait, le chercheur réalise un mouvement intermittent, alternant entre deux
régimes dynamiques ¢ = 1,2 :

(1) durant le régime 1 (diffusion), il réalise une diffusion isotropique, et ses capteurs sont
activés : il trouve la cible aussitot qu’il 'atteint dans ce régime.

(2) durant le régime 2 (teleportation), le cherhceur est relocalisé avec une probabilité
uniforme en n’importe quel point de la sphére B. Durant la teleportation, cependant, ses
capteurs sont désactivés et la cible ne peut pas étre trouvée.

La durée T; de chaque régime i est une variable stochastique indépendante des autres
événements, avec une loi exponentielle :

P(T; > t) = exp(—\t), (12.1)

avec © = 1,2, les fréquences \; étant des paramétres constants.
La question est de trouver la stratégie optimale si elle existe pour atteindre la cible le
plus rapidement possible.
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12.2.2 Temps moyen de recherche

Dans ce probléme, le temps de recherche T, est une variable basique, i.e. le temps de
premiére arrivée T, de P a la cible A dans le régime 1, partant de la position initiale
x . Soit F(t|z) sa densité de probablilité et F(t) =< F(t|z) >p sa moyenne sur la
distribution initiale uniforme de P dans le volume B. Calculons la transformée de Laplace
de F(t),F(s) = [;° dte *'F(t). Il peut étre montré qu'elle (voir section IV et [28]) qu’elle
peut s’écrire sous la forme,

=~ v(A)

A <]1(A1+S|X) >B +v(B)
F(S) = vy (12'2)

1 N v(B) Jl( 1+5|x)>B

(1450 (1+53)

ol A est 'espace occupé par la cible, B l'espace total disponible, v(A) et v(B) sont
les volumes respectifs de ces régions.

Ici j est la transformée de Laplace de la densité de premiére arrivée qui est donnée
par [64],

y D _(7” A1+s b /\1+s)
~ r v, D D
O+ slx) = (£)

Y Dy (ay /A5 0y A5

our = |x|, et D,_(z,y) = L,(2)K,_1(y) + K,(2)],_1(y). I,(x) and K,(z) sont les
fonctions de Bessel modifiées [1] , with

(12.3)

d
=1-- 12.4
y=1-2 (124)

Nous allons procéder ici au calcul de < }()\1 + s|z) >p a partir de la formule (12.3).

~ ~ dr
<jA+slxr)>p = / (A1 + slz
(i + sko) [ 0+l

1 b
= 5 / der_Ql’_lr”—V — =~ — =
Jo drr2=2=1 Ja a’ [,(a)K,_1(b) + K,(a)I,_1(b)
2(1 — V) 1 1

b0 0" 1, (@)K, 1 (b) + Ko@)y 1()

[Ku1(g) /ab drr' ™1, (7) + L-1(b) /b drrl—”KV(ﬂ]

a

Les intégrales précédentes peuvent étre calculées explicitement,

b D [P D v [+ ~
/a drr'™1,() = (/\1 + s)l_§ /a ™1, () = (/\1 + s)l_§ _bl_yl”’l(b) _Fdl_q"l@}

D_yi-s /ab duu' VK, (u) = (

>\1+8

D
A+ s

/ab drr' =V K, () = ( o :aleul(g) _gleU1(a)}
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Finalement cela nous permet de calculer explicitement,

~ ~ dr 2(1-v) 1 1
< j(A >p = A = _
it slz) >z /U(B) It S|I)U(B) v p, _(a,b)a”

DR R G ARG (RO

~ D Vo _ ~ ~
o (0) (55 5) ¥ [ (@) B K (6)]
_ 2(1-v) al=2v D )% KV—1(5)£V—1(E) - Iu—l(a)KV—Nl(g) = —k£
p20-v) AM+s’ K, (b)) + K, (a)l,_1(b) Xy
avec k = dabd;l (ﬁ)%
On obtient donc,
. kYl + 8
X, " b
Fs) = —2e (12.5)
1— “pd TRX)
(430 0+53)
avec
1
d D 2
k= T (Al " 8) a®™? (12.6)
et
X, =K, 1(b %)L,(a\/ %) + K, (a %)L,,l(b\/ %) (12.7)

71/ = Kufl<b )B)Il’l(a\/g) - Kul(a\/g)lul(b\/g) (12'8)

Le temps moyen (T') est une quantité pertinente pour charactériser 'efficacité d’un
chercheur. Elle est obtenue a partir de la dérivée de la densité de premier passage :

(T) =— <ag_is)> (12.9)

ce qui donne

iy _ At ()= 1X, + 4 /2Y
BRYPY X, -4 /by,
a 1

(12.10)

Cette formule explicite, exacte (12.10) est surtout utile pour minimiser le temps moyen
de recherche en tant que fonctions de paramétres. Puisque a, b et D sont determinés par
la géométrie et les propriétés physiques du milieu, les fréquences de relaxation A\ et Ao,
ou les durées moyennes 71 = 1/A; et 7 = 1/\y des phases 1 et 2, sont les paramétres
ajustables principaux.
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12.2.3 Optimisation du temps moyen de recherche :

L’optimisation par rapport a Ay est évidente : le temps perdu en téléportation devrait
étre aussi court que possible, donc Ay devrait étre aussi grand que possible. Nous consi-
dérons maintenant la minimisation de < T" > par rapport a A\; . A partir de I'expression
(12.10), le temps moyen de recherche peut étre écrit

_ ARl -1+ 2% (12.11)
A1 A2 1 —2%@) '

T

{T)

avecZ(x):IIgZ—g;etx:a 2

L’analyse de cette expression exacte (12.11) a été traitée numériquement dans les cas
importants de deux et trois dimensions.

ottt

TTTT TT T T TITI[TTTT] TTTTTTTT T TIT T TITI TTTT]
0 25 50 75 100 5 10 15 20 25

A X\,

1

Fig 3a : Fig 3b :

Fi1G. 12.3 — a 2 dimensions : graphes de < T" > par rapport a A; :
Fig 3a : < T > minimum pour \y =0 aveca=1,b=10%,d=2, D =1, \y = 1077
Fig 3b : < T > minimum pour un \; fini witha=1,b=10%,d=2, D=1, Ay = 10

On peut voir que deux cas peuvent arrivés : pour les petites valeurs de Ay, < T >
augmente avec A1, et la valeur minimale est obtenue avec A\; = 0, ou 73 = 00, en ayant ainsi
un régime diffusif ininterrompu. Alors, I'intermittence n’est pas favorable & la recherche
et doit étre évité. D’un autre coté, pour de grandes valeurs de \y , < T > decroit avec A ;
pour \; petit, il y a un minimum pour une valeur finie A\; of \;, puis il augmente pour
A1 > A;. Alors, Uintermittence est favorable a la recherche et cela permet de réduire le
temps de recherche en partie.

La valeur critique A9. separant ces deux régimes peut étre obtenus explicitement,
dépendant de la dimension d. Dans le cas b/a >> 1, cela donne simplement :
in 2 dimensions :

Ag, ~ 200I() d b>> (12.12)
% e quan a .
in 3 dimensions :
35D
~ — 12.1
Aoe 12ab quand b>>a ( 3)
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N
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Fig 4b :

Fig 4a :

F1G. 12.4 — & 3 dimensions : graphes de < T" > par rapport a A; :
Fig 4a : < T > minimum pour \; =0 witha=1,b=10%d=3,D =3, \y = 107°
Fig 4b :< T > minimum pour A\; fini avec a =1, b =103, d =3, D = 3, Ay = 10

Si Ay > Mg , la valeur optimale \; of A\; peut étre calculée numériquement. II est
possible aussi d’obtenir des approximations simples dans des situations spécifiques. C’est
le cas important de la limite de basse densité qui est couramment observée.

limite de basse densité : on suppose maintenant que le volume de la région de
recherche B est beaucoup plus grand que le volume de la cible A : b >> a?, et, par
ailleurs, nous supposons que b*> >> D/);, ce qui entraine que fraction moyenne de B
explorée durant une simple phase diffusive est trés petite. Alors

Ky_1($>

2(0) ~ =T (12.14)

D’un autre coté, on suppose que b est assez grand pour satisfaire

(0 e

La formule (12.10) se simplifie alors beaucoup et permet d’étudier 'optimisation de
< T > analytiquement dans les cas des temps d’attente longs et courts.

(12.15)

temps d’attente courts : Considérons en premier le cas x = a % >> 1, oumn <<

T = % . Alors Z(x) ~ —1, I'inégalité(12.15) est valide et la formule exacte(12.10) peut
étre approximée par

1 b d)\1+>\2 T
T~ (2 12.16
= > (a) e T +d (12.16)

Il est facilement trouvé que cette expression atteint son minimum si

)\1:)\2 1+—

5 (12.17)

2 /\1&2]
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Alors I'hypothése ©z = a ’\—5 >> 1 entraine que a4/ ’\32 >> 1 et la valeur optimale A\,
of A\ est

— 2\? a?

Autrement dit, ce cas s’applique quand les temps d’attente 7 et 75 sont tous les deux
beaucoup plus petits que le temps charactéristique 7 = a?/D : la valeur optimale de 7
varie en T3, nous avons 7] << T, << T et

_ 2
T d T2\ 2
LY (—) (—2> (12.19)
T 2 T
Il doit étre remarqué que dans ce cas, le chercheur passe plus de temps en téléportation,
bien qu’il ne puisse pas trouver la cible dans ce régime, qu’en diffusion. Ce résultat contre-

intuitif avait aussi été remarqué dans le cas d’une diffusion alternant avec un mouvement
balistique [10]. Alors le temps minimum de recherche est simplement

16\
<T >in= 5 (5) T2 (1220)

Ces résultats restent valides en toute dimension d. Ainsi < T >,,;, a sa plus petite
valeur effective quand 75 est a son minimum 7y,,;, , comme nous ’avons déja souligné.

L’efficacité de l'intermittence peut étre characterisée par le rapport £ = %,
< T >g4ys ¢tant temps de recherche dans un régime purement diffusif. On trouve qunémsi

b>>a, al2et 3 dimensions, F a les valeurs respectives

2 ab _ 2b T : _
5D —bgag ) S% d=

B=q tgin@)=in(})% si d=2 (1221)
e si d>3

Ainsi E est beaucoup plus grand que 1 si 79 << 7 et en 1 et 2 dimensions, g >> 1.
L’amélioration qui apparait dans le dernier facteur disparait en 3 ou plus haute dimension.
Comme conclusion, dans la limite des temps d’attente courts 7 , ou des larges fréquences
Ao, lefficacité est proportionnelle & Ay en toute dimension, comme c’est confirmé par
des analyses numériques (Fig 5). Il est clair que 'efficacité de l'intermittence dépend de
la valeur minimale possible 7o,,in, €t qu’elle décroit alors que d augmente. Néanmoins,
I'intermittence peut toujours étre une stratégie de recherche favorable si 75 peut étre
suffisamment petit, et si la valeur minimale réalisable de 7y, T, lui permet d’atteindre
la valeur optimale 7.

temps d’attente longs :

La limite opposée des temps d’attente longs, quand a la fois 71 et 7 sont beaucoup plus
grand que T, est en principe moins favorable, les conditions (12.12,12.13) imposent des
bornes supérieures sur 7, pour que l'intermittence soit favorable. Néanmoins, ce cas est
observé en pratique si le temps charactéristique 7, qui est imposé par les conditions phy-
siques , est beaucoup plus petit 71, €t Tomin.
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N e
Fig 5a : Fig 5b :

F1G. 12.5 — Graphes de Pefficacité E =<T >4;r5 / < T >pin par raport a Ay :
Fig 5a : 2 dimensions : a =1, b=10%,d =2, D =1
Fig 5b : 3 dimensions : a =1, b=10%,d =2, D =1

Dans cette limite 7 >> 7 = %, ouzr=a % << 1, nous avons
=—1 in d=1
K, .
Z(z) = — T @) ] _xlnl(x) in d=2 (12.22)
SRR (= o

Alors, de fagon a ce que (12.15) soit satisfaite, x ne doit pas étre inférieure qu’une
borne inférieure x dépendant de g, ce que nous supposons.
Par ailleurs, nous avons quand A\ — o0 :

L1 (), in d=1
<T>ap=1{ Zin(2)=1()m(2)r in d=2 (12.23)
d

_ b\ d .
d(d—2)Da?=2 — d(dl,z) (g) T in d>3

A une dimension, les calculs sont les mémes que dans la limite des temps courts et la
valeur optimale de \; satisfait (12.17), mais maintenant x << 1, si bien que

AL~ A (12.24)

et T ~To << T
La valeur minimum de < 7" > est maintenant donné par

2b
< T >in~ ——A\/T 12.25
5V (12:25)

2 2
g2t _2b /7 (12.26)
3vVDry  3a\ T

1/b\? A+ A
<T> ~ —(—) MEA2 ()]

et lefficacité est

A deux dimensions,

2 \a )\1)\2
b? A1 A1

= —(1+— — 12.2
S5+ ) |in(ay/3) (12.27)
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Si Ay > Ao, la valeur optimale \; de \; satisfait

o<T > A 1

= 12.2
ce qui implique
2
A
22|In(2?)| = a02 =2 (12.29)

et ¢ << 1. Finalement, on obtient

_ h log|log(a?22
Mo~ 1 logliog(a” )| OQ(SAQD” (12.30)
[log(a?32)] llog(a?32)|

si bien que M << hetTq>>7>>71

Des analyses numériques des formules exactes montrent que les approximations sont
trés précises dans ces situations, lerreur relative étant de I'ordre de 1073,

En insérant cette valeur dans (12.27) et en prenant en compte (12.29), nous trouvons
le temps de recherche minimal

1/b\?a® 7 ¢
<T>min ~ = | = —\— -
4(&) D(c+x)

~ %[v+ln(y)+1+---] (12.31)

2
al;\Q)

et a partir de (12.22) et (12.23), 1’ efficacité de I’ intermittence est maintenant

in(2) _ In(z)
In(c?)  In(2)

avec v = |In(c?)| = ‘ln(

E~2 (12.32)

Elle est beaucoup plus grande que 1 si la condition (12.15), est satisfaite, puisque nous
avons

Dr, 7 4 b
R —— << — 12.33
a? 96 ln(g) a? ( )
Finalement, & trois dimensions, nous avons
K () r+1
Z(x) ~ —=2 =— 12.34
R el (12.34)
qui est valide pour n’importe quel z = a4/ %, et
1 b 5 )\1 + )\2 :1:2
<T> ~ |-
3 (a) )\1)\2 z+1
b3 A 1
= T(HA_l)— (12.35)
3Da 2 ] 4qay /A

D
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si bien que
= 12.36
8)\1 O()\1+)\2 2)\11—{—23 ( )
La valeur optimale de A\; a 3 dimensions est alors
— D 2\
On en tire le temps de recherche minimal pour n’importe quel Ay ou 7
b3 1
D144 /14 22
La condition x = a % << 1 entraine a % <<let
—  1a? T 1 /12
o~ s no- (—) 12.39
Yy pT? o T  4\7 ( )

Alors 7 << 1 << 71, et 71 varie en 722, comme trouvé en (12.18), et nous avons

b3 b
T > in~ —— = — 12.4
<4z 3Da 3a3T ( 0)
et Pefficacité est
1 T
E:—(1+ 1—1——) >1 (12.41)
2 T2

Une fois encore, elle augmente si 75 décroit, mais si 75 >> 7, elle est proche de 1. Il
doit étre noté que cette approximation est seulement valide si la condition (12.15) tient,
ou, en utilisant (12.39)

[MJ[eV)

% << —— (b) (12.42)

V) \a

L’efficacité n’est pas significativement supérieure a 1, I’ intermittence est a peine utile
dans une telle situation. De méme, on peut voir que si 75 > 7 'intermittence n’est pas
une stratégie de recherche favorable en dimension d > 3.

L’intermittence permet de réduire le temps de recherche a une et deux dimensions
mais cette stratégie perd de son intérét a plus haute dimension.

Une partie des conclusions de cette section sont étendues qualitativement a des situa-
tions plus générales dans la section 13.4 .
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12.3 Systémes discrets

Nous supposons maintenant que le chercheur se déplace sur un réseau régulier.

12.3.1 Réseau a une dimension

Considérons N = 2L + 1 points également espacés sur un réseau le long d’'un axe
Oz. Entre les coordonnées —L et L une cible A est placé en 0. Le chercheur P alterne
maintenant entre deux régimes dynamiques :

(i) durant le régime 1, P réalise une marche aléatoire & temps continu entre les points
—L et L qui sont réfléchissants, alors que la cible A est absorbante. Le taux de transition
d’un point du réseau z vers un des ses voisins les plus proches est £

(ii) durant le régime 2, ou téléportation, P est au hasard relocalisé sur n’'importe quel
point compris dans (-L,L)

(iii) La durée T; d’un régime 4, (i = 1,2) est une variable exponentielle, indépendante.

P/z{‘\ m P/>
! | Target

F1G. 12.6 — réseau & une dimension

Temps moyen de recherche
La formule (12.2) s’applique toujours et donne la transformée de Laplace de la densité
du temps de recherche :

. < n(s|z) > +557
Fs) = —blo) i (12.43)
1— 1— 2L+1 —<ji(s|z)>
00 )

< J1(s|z) > est la transformée de Laplace de la densité de temps de recherche dans le
régime 1, moyenné sur la position initiale x

En utilisant 'article de Montroll [51] et le livre de Hughes [40] en temps continu, on
trouve que :

1 1

- ¥z ) 1] (12.44)

< jl (8 |ZE) > 7
) ﬁ)

ou P(0,z) est la fonction génératrice pour toutes les marches qui partent et se ter-
minent & l'origine.

2

1 1 T
N 01—2008(2]7{/“) 1—aN 122

P(0,2) = (12.45)

b
Il
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avec

x = 1[1 —V1-—2? (12.46)

z

Finalement, aprés de longs calculs, < T > s’écrit

M+ Ao 2L(A +p — a) (@M 4 p?T) — p(p + ) (p? — o)
)\1)\2 (2p + )\1)(}92L+1 — 062L+1>

avec v = A +p — VAiv/A +2p

Optimisation du temps moyen de recherche

On peut observer que < T' > peut avoir trois comportements possibles comme fonction
de A\; (Fig 7)

(i) si & < m, < T > augmente continuement avec Aj, et < 7' > est minimum si A\; =0

(i) si m <E£< 23+ L+ L%, <T > est minimum pour une valeur finie A; de A
(ili) si & > 5 (3+L+L2) < T > decroit avec \; et la minimisation du temps de recherche
nécessrce de prendre A1 aussi grand que possible.

Il peut étre remarqué qu’avec la condition (iii), < 7' > decroit avec A; vers une borne
inférieure. Alors I'intermittence est toujours favorable. C’est la différence principale avec
le modéle continu. Nous verrons en section que ce comportement peut étre observé dans
des systémes intermittents plus généraux mais pas si le régime 1 est diffusif.

Limite de basse densité

Pour L — oo, <T' > peut étre approximé par

<T >=

(12.47)

<T>=2 L (12.48)

Dans cette limite, la condition (iii) ne peut pas étre satisfaite, mais on peut obtenir
un temps de recherche minimum pour une valeur finie de Ay, si p > As.
Alors, la valeur optimale de A\ est donné par

p
D— A2

A\ = A (12.49)

Si p >> A9, la marche aléatoire est approximativement une diffusion et on trouve que
A1 ~ Ao, comme dans le cas continu & une dimension.
)
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F1G. 12.7 — Réseau a 1 dimension : graphes de < T' > par rapport A; :
Fig 7a: <T > avec L =100, p =1, Ay = 0.0001

Fig™ : <T > avec L =100,p=1, A\ =0.1

FigT7c: <T >avec L=100,p=1, Ay =1

12.3.2 Reéseau a deux dimensions

Pour une simple marche aléatoire sur un réseau carré de m x m = N points, nous
avons [38], [51] :

1 1
T (12.50)
m* k1=0 k2=0 L- %(Ckl + Ckz)
avec ¢, = cos(%) 0<z2<1
ou
m—1
1 1 1 14ap
POA=5 I R (12.51)
meO 1_§ch1_pk1_$k

ot py = 2(2 = zep), wp = (L= (1= pp)*)p;"

On trouve numériquement que les trois situations décrites précédemment peuvent ar-
river (Fig.8) .
(i) Pour de trés petites valeurs de Ay (par rapport a p) , < T' > augmente continument
avec A1, et est minimum pour A; = 0 : I'intermittence n’est pas favorable
(ii) Pour des valeurs intermédiaires de Ay, < 7' > est minimum pour une valeur finie \;
de )\1
(iii) Pour de grandes valeurs de Ay, < T' > decroit avec \; et la recherche est optimisée
en prenant A\; aussi grand que possible.

A cause de la complexité des formules analytiques, il est difficile de donner des condi-
tions précises pour ces observations.

Dans le cas (ii), des calculs numériques de la valeur optimale A\; montre que elle peut
étre approximativement estimée par la formule (??) quand p — oo
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F1G. 12.8 — réseau a deux dimensions : graphes de < T' > par rapport a A; :
Fig 8a : < T > avec L = 150, p = 2, Ay = 0.002

Fig8b : < T > avec L =150, p =2, Ay =0.2

Fig 8¢ : <T > avec L =150, p = 2, Ay = 200

12.4 Temps moyen de recherche. Résultats généraux.

Le mouvement intermittent d’un chercheur ponctuel alternant un lent mouvement
(régime 1), qui permet la détection d’une cible immobile, et un mouvement rapide (régime
2) sans détection, peut étre formulé plus généralement, quand la région de recherche est
n’importe quel volume B fini d-dimensionnel et la cible est un sous-volume A inclus dans
B. Des conclusions générales peuvent étre obtenues bien que des modéles spécifiques soient
nécessaires pour avoir des formules explicites. Nous décrivons maintenant le formalisme
général.

Régime de recherche 1 : durant ce régime, la cible est trouvé aussiot que P est en
B. ¢i(t|z) est la probabilité de survie de la cible au temps ¢t au régime 1, partant de x.

La durée T} du régime 1, est une variable stochastique exponentielle, indépendante
des autres événements

P(Ty >t) = e M (12.52)

Alors la densité de probabilité que le régime 1 s’arréte au temps t sans découvrir la
cible est

Py (t|r) = e Mg (t|z) (12.53)

Régime de déplacement 2 : durant ce régime P est redistribué¢ dans le volume
B avec une densité stationaire py(y), indépendemment de sa position initiale x et de
la durée de ce régime. La "téléportation" correspond au cas particulier d’une densité
stationnaire uniforme. La durée T du régime 2 est une variable stochastique, indépendante
des autres événements, pas nécessairement exponentielle dans le cas général. Nous notons
a(t) = —%t(t) sa densité de probabilité, 19(t) étant la probabilité de survie du régime 2

apres un temps t.
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Probabilité de survie totale : La probabilité de survie totale de P au temsp ¢,
commencant au temps 0 de la position x € B— A, et sachant que P a réalisé précédemment
2n changements de régime aux temps 0 < t; < ty < ... < t9, < t est clairement donné par

S2n(t|x,t1, ...,tgn) = / dIQ...dIgn
ror€EB—A
P1(11|2)P1 (73|22)p0(22)-.-q1 (T|T20 )P0 (220 ) (12.54)

avec 71 = tl,Ti = tz — ti_l,T =t — th
En multipliant par po(x) et en intégrant sur la position initiale x, on obtient la pro-
babilité de survie moyenne

Son(tltrton) = [ [] Br(72e)]an(7) (12.55)

1<k<n

ot py (1) = fmeB_A dxp, (T|z)po(z), q1(7) = fxeB—A drqi(7|z)po(z)
Ainsi la probabilité moyenne que P survive au temps ¢ aprés 2n changements de régime
est

Suft) = | T [drace"]

+...+Tan1=t 1<k<n

H [dTQkSOQ(Tzk)]eﬂ\lm Son(tlty, ..., tan) (12.56)

1<k<n

et sa transformée de Laplace est
gzn(s) = [)\1(11(8 + )\1)]”(}'1 (S + )\1)[352(8)]” (1257)

ou G1(s) et Pa(s) sont les transformées de Laplace de ¢1(t) et ¢o(t). De méme, on
trouve que la transformée de Laplace de la probabilité de survie aprés 2n + 1 changements
de régime est

Sont1(8) = [Midi(s + M) o (s) (12.58)

1;2(5) = %2(5) étant la transformée de Laplace de 15(t), la probabilité de survie du
régime 2

En sommant (12.57) et (12.58) sur n, on obtient la transformée de Laplace de la
probabilté de survie totale de la particule P :

S(s) =4 - Zgllzﬁwjl(;;j(;)] (12.59)
Dans le cas d'une densité de probabilité uniforme (téléportation), nous avons
i) = s [ deili=Gilslo)
v(B) Joep-a 3
= [5- <ils) >5 (12.60
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ol jl(slaz) est la transformée de Laplace du la densité du temps de recherche durant

le régime 1, et < ji(s) >p est sa moyenne sur la région B. Par ailleurs, v(A) et v(B) sont
les volumes de A et B, etﬁzl—a:%
Si la densité initiale est uniforme et si 7, est exponentiel, la transformée de Laplace

F (s) de la densité du temps moyen de recherche —%gt) est donné par

F(s) _ < Ji(slz) >p +a

(12.61)

1— 1—<j1(s|z)>p—a
(45 (1+53)

Temps moyen de recherche
Le temps moyen de recherche < T > est obtenu en prenant s = 0 dans la formule
(12.59) :

(12.62)

oll nous pouvons remarquer que ¢»(0) = 1 si le temps d’attente Ty est fini avec la
probabilité 1 et que @2(0) =7 = % est la durée moyenne du régime 2. Si 7 est infini,
le temps moyen de recherche est aussi infini. Des résultats similaires et plus précis sont
donnés dans [30] mais ne sont pas utilisés ici.

Supposons que la durée moyenne du régime 2 est fini. < T° > est évidemment une
fonction décroissante de A9, ou une fonction croissante de 7o, si bien que 75 doit étre
aussi petit que possible. Il est clair qu’en pratique la durée du régime 2 a une valeur
minimale réalisable 79,,;, du aux temps finis nécessaires pour toutes les opérations. Ainsi
nous supposons que la durée moyenne du régime 2 est 7o,,in, €t nous considérons < T" >
comme une fonction de 7 .

Comportement asymptotique de < T > quand \y — 400

On voit facilement que
MG(A) = B[1= < ji(Mz) >4l (12.63)

ouf3 = [ _p ,drpo(x) estla probabilité stationnaire que P € B—Aet < S\ ]x) >p_a=

% veBA dzjy (M |z)po(x) ?st la moyenne stationnaire de j; (\;|x) normalisée sur B — A
Le comportement de ji(A1]|z) quand Ay — oo dépend du comportement de j;(t|x)
quand t — 0, et on trouve que si la densité du temps de recherche est finie dans le régime

1 pourt =0, j1(0]z) = ai(x), alors A\;g1 (A1) ~ B[1 — %f““] quand \; — oo et

1 g 1 <ay>p-a
Tom—— o (S0 284
<Te~ g5

Ainsi, quand \; — oo le temps moyen de recherche < T > tend vers la limite finie
%TQ. En outre, & moins que a;(x) = 0 pour n’importe quel x € B — A, < T > tend
vers cette limite par valeurs inférieures pourvu que 1 — f < < ay(x) >p_4 72 (ce qui

d’autant plus satisfait que la probabilité stationnaire 1 — 3 de la cible est trés petite ).

— ) + .. (12.64)
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Cas ou le régime 1 est diffusif. La formule (12.64) ne s’applique pas si la densité du
temps de recherche n’est pas analytique en ¢t = 0, ce qui est la cas pour un régime 1 diffusif.
Si par exemple, durant le régime 1 P réalise une diffusion & une dimension entre un point
absorbant a (la cible) et un point réfléchissant b, nous avons < ji (A1) >p_a~ C’)\l_l/2, C
peut étre une constante positive. Alors quand \; — oo

1 g 1 C
RS L v

et <T' > tend toujours vers cette limite par valeurs inférieures. Cela peut étre étendu
a des diffusions a d dimensions.

Comportement de < T > quand Ay — 0 : l'expression (12.62) de < T' > peut étre
écrite

<T> ] (12.65)

BN A
<T>= = Alﬁﬁ()\l)(l + /\2) (12.66)

ot 71(A1) est la transformée de Laplace de < ¢1(¢) >p_4 , la moyenne ¢;(¢) sur B-A.
Quand A\; — 0, nous avons
1 01,9 1 T2
<T>=ptu[l = Mti(5(-)" +5—-8— )] (12.67)
2t 2 t
o t; =< t1(x) >p_a est le temps moyen de recherche de la cible dans le régime,
moyenné sur B — A. De méme, 0 =< t3(x) >p_4 —t? est la variance correspondante.
Quand A\ = 0, < T > est juste le temps moyen de recherche t; si le régime 1 est

maintenu constamment. Alors, I'intermittence est surement favorable soit si ft; > Tgi

1-8
ou si (8<T>> <0.
A1=0

O
La premiére condition est verifiée si

Zo1-8 (12.68)

ce qui est toujours possible si la valeur possible minimale 7,,;, est assez petite. La condi-

tion (252> < 0 implique
0

281 _
=
n_olme g (12.69)
tq 21 '
Puisque & > 1, la condition (12.69) peut surement étre réalisé pour de petits 75 si

t1
b < %, mais en général, si la cible est petite, § ~ 1. Alors cette condition implique que
les fluctuations du temps de recherche dans le régime 1 doivent étre assez grandes que
le membre de droite de(12.69) soit positif. Si c’est le cas, l'intermittence est surement
favorable si 79,5, si suffisamment petit.

Si le régime 1 est une diffusion a trois dimensions, il peut étre montré (|26],[27]) que
(21)% ~ 2, si bien que les conditions (12.68) et (12.69) sont identiques. En supposant

t1
que (12.65) tienne, nous concluons que si la valeur minimale 7y,,;, est assez petite pour
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satisfaire (12.69), le temps de recherche est minimisé poue une valeur finie de 71. Si 7
dépasse la valeur critique Toey = (1 — ()t1, I’ intermittence n’est plus favorable, et le
temps de recherche augmente avec A; (& moins qu’il existe des minimums atypiques loin
de )\1 = 0)

Si le temps de recherche du régime 1 est régulier a ¢ = 0, la formule (12.64) permet
d’anticiper d’autres comportements, avec par exemple < T > décroissant continument
avec \;, comme cela a été retrouvé dans le modéle en réseau. Ces conclusions montrent
que les résultats peuvent étre étendus a de nombreux autres cas.

12.5 Conclusion

Nous avons montré qu’'un chercheur, un animal ou une molécule, recherchant une cible
qui ne permet pas de détection a distance, peut avoir interét a alterner des régimes de
recherche minutieuse, avec des périodes de relocation aléatoire, quand il peut les réali-
ser. Comme dans d’autres mouvements intermittents alternant des phases de recherche
minutieuse avec des phases de déplacements rapides, non réactives, 1’ interét d’une telle
stratégie n’est pas évidente et dépend de la situation. Nous avons obtenu des résultats
exacts et des conclusions explicites dans le cas particluier ot le mouvement lent est une
diffusion dans un systéme & symétrie sphérique a d dimensions. Alors il a été prouvé que
I'intermittence peut permettre de réduire le temps de recherche considérablement si la
nature physique du chercheur et de son environnement rend possible de réaliser une al-
ternance entre deux régimes, chacun d’aux avec une trés petite durée moyenne, comparé
au temps charactéristique du systéme. Si c’est la cas, et si les durées moyennes de chaque
régime satisfont certaines lois d’échelle, le temps de recherche peut étre bien plus court
que dans un régime purement diffusif, bien que l'efficacité de l'intermittence décroisse
quand la dimension augmente. Si les durées moyennes des phases ne peuvent pas étre plus
courte que le temps caractéristique du systéme, la situation est moins favorable. Néan-
moins, I'intermittence peut toujours étre une stratégie efficace a une et deux dimensions,
mais ce n’est pas toujours le cas & plus haute dimension. Ces résultats explicites peuvent
étre en partie généralisés pour des systémes intermittents comprenant de la teleportation,
et il peut toujours étre conclu que l'intermittence peut permettre d’augmenter 1’efficacité
de la recherche considérablement mais évidemment pas dans tous les cas. Ainsi, un tel
comportement peut jouer un role important en cinétique chimique, en particulier pour des
sytémes en basse dimension, quand le réactant peut réaliser des excursions temporaires
dans une phase a plus haute dimension ce qui lui permet d’étre relocalisé rapidement,
(voir |28, 30]).

92



tel-00281894, version 1 - 25 May 2008

Conclusion générale

Nous avons commencé cette thése par un modele simple et idéalisé de recherche de cible
caché par des animaux. Il existait déja de nombreux modéles étudiant ce probléme basés
sur le théoréme de la valeur marginale de Charnov, ou plus récemment sur les vols de Lévy.
Nous avons proposé une alternative a ces modéles en considérant un animal recherchant
une cible ponctuelle sur un cercle pouvant alterner entre une phase réactive diffusive
et une phase non réactive balistique. A l'aide de 1’équation de Chapman-Kolmogorov
vers le passé, nous avons calculé le temps moyen de premier passage en fonction des
fréquences passées dans chaque état (recherche ou déplacement). Dans le cas des faibles
densités, ’étude de l'optimisation nous a fourni une relation en lois de puissance entre
les temps passés dans chaque état qui s’accorde bien avec les résultats expérimentaux.
Plus précisément, on observe 'apparition d’une courbe bimodale séparant deux classes
d’animaux cherchant de la nourriture de facon optimale :

-Un ensemble d’animaux (noté M pour "moving"), pour lequel le chercheur passe plus de
temps a se déplacer qu’a chercher et la loi de puissance entre les fréquences passées dans
chaque état est en 3/5.

-Un ensemble d’animaux (noté S pour "searching") pour lequel le chercheur passe plus
de temps a chercher qu’a se déplacer et la la loi de puissance entre les fréquences passées
dans chaque état est en 2/3.

Méme si la valeur des coefficients des lois de puissance sont trés proches numériquement,
il semble qu’on arrive bien a séparer les deux groupes de chercheurs parmi les données
expérimentales disponibles.

Puis, nous avons étudié de facon systématique des modéles intermittents avec mé-
moire & une dimension du méme type que celui utilisé pour les animaux afin de de cerner
I'intérét de I'intermittence avec mémoire dans les processus de recherche. Il apparait que
I'intermittence n’est favorable que dans le cas des cibles cachées ou avec un stimulus faible
pour lesquels il est nécessaire de perdre du temps pour mieux chercher. Ainsi en premier,
on a vu dans le modeéle "balistique-balistique", que le temps moyen de premier passage
est minimum pour une fréquence de recherche \; = 0 et une fréquence de déplacement \,
aussi grande que possible. Dans le cas d'un modéle du méme type que celui utilisé pour
les animaux autrement dit un modéle "diffusif-balistique avec mémoire orientée" mais
avec une cible étendue, on a pu obtenir une solution analytique mais son optimisation par
rapport aux fréquences reste difficile a faire... Pour celui avec une réaction imparfaite, il
y a apparition d’'une transition pour une des lois de puissance qui permet de différencier
ce modele de celui avec une cible parfaite. Enfin, on peut bien sur imaginer d’autres va-
riantes avec différentes phases balistiques/diffusives, cibles ponctuelles/ étendues, réaction
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parfaite /imparfaite.

Dans la troisiéme partie, nous avons étudié les processus de recherche intermittents
sans mémoire dans le cadre des réactions chimiques. Nous avons commencé par deux mo-
déles de recherche intermittente sans mémoire & une dimension. Pour le modéle "diffusif-
diffusif", on a deux minima locaux pour des valeurs précises de A; et Ay mais pas de
minimum global. Pour le modéle "diffusif-balistique sans mémoire orientée", il y a un
minimum global avec une relation en lois de puissance entre les valeurs des \; au mini-
mum. Ensuite, nous avons étudié I'influence d’un confinement géométrique sur les temps
de résidence et les propriétés de rencontre entre les partenaires d’une réaction chimique. A
I’aide de I’équation de Chapman-Kolmogorov vers le passé, nous avons alors montré que
les relations géométriques précédemment obtenues pour des marches de Pearson dans des
domaines fermés, sont des cas particuliers de relations trés générales entre les temps de
résidence pour une large classe de processus stochastiques. Enfin, nous avons examiné un
processus de recherche intermittent alternant diffusion et "téléportation" (repositionne-
ment aléatoire) pour un systéme sphérique continu & d dimensions et un réseau régulier.
Les exemples d’application sont le transport a travers des membranes biologiques et la
catalyse hétérogéne. Nous avons alors montré que l'intermittence pouvait permettre de
réduire considérablement le temps de recherche si la nature physique du chercheur et de
son environnement rend possible de réaliser une alternance entre ces deux régimes.

Il y a un point qui mérite d’étre souligné. C’est le caractére universel du processus de
recherche intermittent. Il semble de fait couramment observé dans la nature, et ce aussi
bien & I’échelle macroscopique (comme dans le cas des animaux cherchant de la nourriture
[10]) qu’a I’échelle microscopique (c’est la cas par exemple dans le processus de recherche
par une protéine d'un site cible sur un brin d’ADN [28]). On pourrait ainsi se demander si
il n’y aurait pas une raison plus profonde pour les phénomeénes de recherche intermittent
observés dans la nature.
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Voici d’abord une représentation graphique, extraite de I'article de Kramer et al. (2001)
[45], de la distance parcourue par certains oiseaux se nourrissant sur le sol en fonction
du temps. Nous visualisons bien sur ce graphe les pauses caractéristiques du mouvement
intermittent. Le deuxiéme graphe extrait de I’article de O’brien et al. (1990) [56] concerne
aussi différentes espéces d’oiseaux (dont le nom est en latin...) cherchant de la nourriture
sur le sol. On retrouve la forme en escalier caractéristique du mouvement intermittent.
Ensuite, nous disposons d’un tableau récapitulatif pour un grand nombre d’espéces des
différents types de mouvement intermittent, extrait de l'article de Kramer et al. (2001)

[45).
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pour toutes les données disponibles sur les animaux ayant un comportement intermittent.
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Annexe B

B.1 Cinétique réactionnelle

Considérons le cas trés classique d’une réaction chimique d’équation-bilan du type :
A+B— B (B.1)

L’interprétation de cette réaction en termes physiques est que, quand une molécule A
et une molécule B réagissent, la molécule A est annihilée alors que la B reste intacte. Si
I'on note [A] et [B| les concentrations des espéces A et B respectivement, alors I’équation
cinétique caractérisant la disparition de I'espéce A dans cette réaction est

Y ka3 (B.2)

ou k est la constante de réaction.

Il y a beaucoup d’hypothéses implicites dans le passage entre la réaction (B.1) et I’
équation cinétique (B.2). La plus importante de celles-ci est que le taux de disparition
de T'espéce A en (B.2) dépend seulement des concentrations macroscopiques des espéces
A et B, alors que le schéma reactionnel en (B.1) se référe & un processus microscopique
au cours duquel une particule A interagit avec une particule B. De cette observation, on
s'attend a ce que les fluctuations locales des concentrations des réactants soient prises
en compte afin d’obtenir une description correcte du comportement cinétique. En effet,
quand deux particules A et B réagissent afin d’annihiler A, ils modifient nécessairement
la concentration des particules A dans la région environnante. En outre, I’annihilation des
particules A est plus rapide dans les régions avec beaucoup de particules B que dans les
régions ot il y moins de B. Cela entraine que des effets a n corps devrait étre incorporés
dans 'analyse.

Le développement d’une théorie miroscopique satisfaisante pour la réaction (B.1) né-
cessite de prendre en considération au moins deux effets physiques additionnels. Le pre-
mier, complétement absent de I’équation cinétique (B.2), est que les molécules sont mobiles
et que par conséquent des variations locales dans la concentration arrivent méme en l'ab-
sence de réaction. Le second, pas entiérement pris en compte en (B.2), est que la fagon
dont les deux molécules intéragissent dépend de leur distance I'une de l'autre.

Deux modélisations sont généralement utilisées pour décrire le mouvement dune par-
ticule. La premiére est le processus de diffusion ou le mouvement Brownien, et la seconde

101



tel-00281894, version 1 - 25 May 2008

Annexe B.

est la marche aléatoire. Ces deux modeéles sont en fait intimement liés. Une définition
simple du mouvement Brownien dans un espace euclidien & d dimensions est qu’une par-
ticule a l'instant ¢, initialement & l'origine des coordonnées, se trouve dans un volume
¢lémentaire infinitésimal (r,r + dr) avec la probabilité p(r;t)dz; - - - dzg ou la fonction
p(r;t) est la Gaussienne

1 r?
plrit) = — e~ (B.3)
(47Dt)2
Dans cette équation, D est la constante de diffusion et » = |r| la distance radiale. La

densité de probabilté en (), laquelle qui en terme plus physique est proportionnelle a la
concentration de particules, vérifie ’équation de la diffusion

0

5P(r5t) = DAp(r;t) (B.4)

avec la condition initiale p(r;0) = J(r), ot J(r) est la fonction delta de Dirac centrée
au point r = 0. Une définition simple d’une marche aléatoire est que la position d’une
particule peut étre regardé comme une somme de variables aléatoires, i.e., Y, = X;+-- -+
X,, ou X, qui peut étre scalaire ou vectoriel correspond a un pas de la marche aléatoire.

B.2 Modéle de Smoluchowski

Le physicien polonais, Marian von Smoluchowski ° a été le premier a essayer de
réconcilier le modéle macroscopique en (B.2) avec le modéle microscopique comme (B.1)
en prenant en compte les fluctuations locales de densité. Il proposa que les dépendances
en [A] et [B| devaient étre retenues puisque cela décrit trés bien la plupart des réactions
chimiques, mais surtout que le taux de réaction k devait dépendre du temps, k = k(t).
Son modéle qui est trés simplifié du point de vue physique donne des résultats en trés bon
accord avec de nombreuses expériences (et ce depuis pas mal d’années...) La concenration
de 'espéce B est trés faible par rapport a celle de A si bien que 'on peut se représenter
le systéme comme un ensemble de particules A entourant une seule particule B. Les
particules A sont supposées étre des particules ponctuelles qui ne réagissent pas entre
elles et qui diffusent librement a 'extérieur de B. La particule B est considérée comme
une sphére immobile de rayon R.

Pour mieux caractériser le probléme, notons p(r;t) la densité de probabilité d’une
particule A d’étre au point r a linstant ¢. p(r;t) doit bien str vérifier I’équation de
diffusion

0

5;P(1:t) = DAp(r;t) (B.5)

9Marian von Smoluchowski (né le 28 mai 1872 & Vorderbriihl en Autriche - mort le 5 septembre 1917
a Cracovie) était un physicien polonais. Il fit ses études & Vienne, et eut notamment comme professeur
Ludwig Boltzmann. Il décrivit le mouvement brownien et travailla sur la thééorie cinétique des gaz en
méme temps qu’Albert Einstein. Dans ses travaux, il proposa une équation qui devint la base de la théorie
des processus stochastiques.
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B.2. Modéle de Smoluchowski

avec les conditions aux limites et initiales :

Calculons le taux de réaction pour la dimension d = 3. C’est un cas ou les calculs se
meénent particuliérement bien. En effet, & trois dimensions, le Laplacien peut s’écrire en
fonction du Laplacien a une dimension. En posant wu(r;¢) = rp(r;t), on obtient I’équation

0 0?
au(r, t) = DWU(T, t) (B.6)

Nous allons maintenant calculer le taux de réaction & trois dimensions avec cette
astuce. Mais d’abord comme préliminaire nécessaire, voyons ce que 1'on trouve a une
dimension.

L’équation de la diffusion s’écrit

2

%p(x; t) = Do sp(x;t) (B.7)

avec p(z;t =0) =1, p(0;t) = 0 et p(x — oo;t) = 1.
La tranformée de Laplace de cette équation est
sp(a;s) —1=p"(;5) (B.8)

Cette équation admet comme solution particuliére p(z;s) = % et comme solution

générale p(x;s) = Ae"V'D + Be™™VD ot A et B sont deux constantes a déterminer.
En tenant compte des conditions aux limites, on obtient comme solution finale

plrss) = ~[1 —eVF) (B.9)

dont on peut calculer la transformée de Laplace inverse i.e.

A 2 th 2
x;t) =er = — e “dz B.10
plast) = erf(2=) = — [ (B.10)
Le taux de réaction s’écrit de maniére générale en fonction du flux :
Op(r;t
k(t) = / J-dS = Doy P (B.11)
S(R) ot |._g
D’out & une dimension,
Op(z;t) D
k(t) = D——————= =1/— B.12
0=p¥5" =y5 (B.12)

Revenons a trois dimensions ou on avait défini la fonction u(r;t) = rp(r;t). La condi-
tion absorbante au niveau de la sphére B est u(R;t) = 0. De méme que précédemment
on trouve en fonction des conditions aux limites, la solution finale :

u(r;s) = %[r — Re(r_R)\/%] (B.13)
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donc

p(ris) = 11— Helr-RV/E) (B.14)

S T

et 1a encore on peut calculer la transformée de Laplace inverse a savoir :

r—R
R R — R R R 2 ViDi
p(r;t)=1— —+ —er (T y=1-— ——/ ey (B.15)
r r VADt r r /T Jo
Calculons la constante de réaction a trois dimensions :
op(r:t
k(1) = 4ng2p Y (B.16)
ot r=R
D’ou la fameuse constante de Smoluchowski :
R
k(t) =4rRD(1 + ) (B.17)

VDt

Dans la limite ¢ — oo, la constante de réaction a trois dimensions tend donc vers une
constante ce qui donne une description utile de la cinétique. Au contraire a une dimension,
le taux de réaction ainsi obtenu classiquement n’est pas utilisable car aux temps longs,
k(t) — 0.

A titre indicatif, on peut montrer qu’ & deux dimensions [64],

D
k(t) ~ B.18
Aprés récapitulation, nous avons donc :
% pour d=1
Esmor(t) ~ # pour d=2 (B.19)
R2
4rRD(1+ A=) pour d=3

B.3 Lien entre le temps moyen de premier passage et
le taux de réaction

La probabilité de survie entre deux instants s’écrit S(t) = o avec la relation [70]

¢ = coe Fot (B.20)

En prenant la dérivée logarithmique en supposant que ¢, est constant,

9 et (B.21)

C1
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B.3. Lien entre le temps moyen de premier passage et le taux de réaction

Mais en fait, en toute rigueur ¢y pourrait varier avec le temps, donc on est tenté de
remplacer ¢y par ¢

d
e (B.22)
1
Aprés intégration,
1 1
— — —=—kt (B.23)
C1 Co
d’ou,
Sp=9-_1 (B.24)
Co 1+ kCOt

Pour des temps longs, et pour deux molécules de constante de diffusion D; et Dj et
de rayons ry et ry, on a :

k= 47T(D1 + DQ)(rl + Tg) (B25)
Siil y a N particules par puits, on a de maniére générale [21] :

(1 _ %)ef(Nfl)kcot

SN(t) - 1-— %e_(N—l)k’cot (B26)

Par construction, la probabilité de survie S(t) = P(T > t) est une fonction décroissante
de t qui tend vers 0 avec t.
Et la densité de probabilité corespondante s’écrit :

ds(t)
F(t)y=——= B.2
t=-2 (B.27)
Le temps de premier passage est alors défini par
+oo
. / LR (1)t (B.28)
0
Soit
400 dS t o 400 400
T = —/ tﬁdt = —[tS)] > + S(t)dt = S(t)dt (B.29)
0 dt 0 0 0
Aprés quelques calculs, on trouve :
1 1
- In(l - — B.
T @ kln( N) (B.30)

Pour N >> 1, on trouve une formule reliant le temps de premier passage et la constante
de réaction plus simple :
1
T =
NCQk'

(B.31)
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Résumé

Cette thése a pour objet 'optimisation des temps de recherche lors d’une poursuite aléatoire. Cette
thése commence par un modéle simple et idéalisé de recherche par des animaux de cible caché. Ce mo-
déle nous a fourni une relation en lois de puissance entre les temps passés dans chaque état (recherche
et déplacement) qui s’accorde bien avec les résultats expérimentaux. Puis, nous avons étudié de fagon
systématique des modéles intermittents avec mémoire & une dimension du méme type que celui utilisé
pour les animaux. Cette étude permet de mieux cerner l'intérét des processus intermittents selon le
type de recherche a effectuer. Ensuite, nous avons examiné les processus de recherche intermittents sans
mémoire dans le cadre de la réactivité chimique. Nous avons ainsi envisagé deux modéles de recherche
intermittente sans mémoire & une dimension. Puis, nous nous sommes intéressé a l'influence d’un confi-
nement géométrique sur les temps de résidence et les propriétés de rencontre entre les partenaires d’une
réaction chimique. Nous avons alors montré que les relations géométriques précédemment obtenues pour
des marches de Pearson dans des domaines fermés, sont des cas particuliers de relations trés générales
entre les temps de résidence pour une large classe de processus stochastiques. Enfin, nous avons étudié
un processus de recherche intermittent alternant diffusion et téléportation pour un systéme sphérique
continu & d dimensions et un réseau régulier. Les exemples d’application sont le transport & travers des
membranes biologiques et la catalyse hétérogéne. Nous avons alors montré que 'intermittence pouvait
permettre de réduire considérablement le temps de recherche si la nature physique du chercheur et de
son environnement rend possible de réaliser une alternance entre ces deux régimes.

Mots clés : processus stochastique, temps de premier passage, recherche intermittente, optimisation

Abstract

This thesis deals with the optimization of mean search time for intermittent processes. This thesis
starts with a simple and idealized model of foraging animals. This model leads us to power laws relation-
ship between the durations of each state (search and move) that are in good agreement with experimental
data. Then, we examine more systematically intermittent models with memory in one dimension in order
to characterize the interest of intermittency in search process. Next, we study the case of intermittent
process without memory within the framework of chemical reactivity. Next, we consider the influence
of geometric confinement on residence times and properties of encounter between reactants of a che-
mical reaction. We show then that geometrical relations previously obtained for Pearson random walks
in bounded domains, are particular cases of very general relations between residence times for a large
class of stochastic processes. Last, we study intermittent search process switching between diffusion and
teleportation for a continuous spherical system in d dimensions and a regular lattice. Applications are
mainly in biology for transport through porous membrane and in chemistry with heterogeneous catalysis.
We show that intermittency could reduce significantly search time if the physical nature of the searcher
and of its environment makes possible to realize a fast alternation of the two regimes.

Keywords : stochastic process, first passage time, intermittent search, optimization.



